ETESI GABOR!

Az aritmetikai kontinuum szerkezete a modern fizika és pszicholdgia tiikrében

1. A KONTINUUM ROVID TORTENETE

»Barmely targy, ha erGsen néziink red, az istenek elronthatatlan ednjai felé nyil6 kapu lehet.” irja
James Joyce Ulysses c. regényében (Szentkuthy Miklés forditdsa). A hagyomadny szerint szamoszi
Pitagordsz egy kovacsmihelyben zajlé munkét figyelve és az onnan kicsendiil6 kiillonb6z6 magassagi
hangokat meghallva jutott hirtelen arra a folismerésre, hogy a zenei harménidk természetes szamok
ardnyaiként érthet6k meg. Ezt a pitagoreus természetfilozdfiai-valldsi iskola hamar metafizikai szintre
emelte és a természetes szdmokat, ill. ezek ardnyait, a raciondlis szdmokat a kozmosz titkos rendezd
elveivé tette. Két évezred tdvolsagabdl is atérezziik e felismerés legmagasabb rendd szépségét és tisz-
tasagat, a gorogség legmagatol értetéddbb hitét az elronthatatlan 6rok dolgok létezésében. A gorog
kultdra a szellemtorténet legszebb—mert a kozmosz és az ember mindmaig legteljesebb egyenstlyan
nyugvo—Kkorszaka.

A matematika legfontosabb struktdrdja: a geometria, algebra, analizis egységes alapjat ado
aritmetikai kontinuum vagy masnéven valds szdmok fogalmanak Pitagordsszal kezd6dd 2600 éves
fejlodéstorténete ettdl a tdl magasan elhelyezked6—igy a sajat-ellentétébe-atfordulds (enantiodromia)
vesz€lyét is magaban rejt6—esztétikai egyensulyi helyzett6l valé gyorsuld tavolodds torténete. Mar
a pitagoraszi iskola egyik tagja, Hippaszosz is észrevette, hogy a négyzet atlgjanak és egyik oldala-
nak ardnya (mely ardnyt manapsag a v/2 irracionalis valés szimmal azonositunk) nem 4ll el6 két ter-
mészetes szam hdnyadosaként. A felismerés a pitagoreusokra olyan sokkoldan hatott, hogy egy torténet
szerint Hippaszoszt, a kozmikus rend megsért&jét, tarsai vizbe fojtottdk.> De az igazsag természete
nem csak az, hogy minden rendszer szamara botranyként jelentkezik, hanem az is, hogy mindunta-
lan kitudédik. Sét, mivel a gorog matematikusok erdssége volt a geometria, e zavard ardnyok egyre
csak szaporodtak: pl. a szabdlyos hdromszdg magassidganak €s oldalanak ardnya (amit ma a \/Ti ir-
raciondlis szdmnak neveziink), vagy az szabdlyos 6tszog barmelyik 4tldjanak €s oldalanak ardnya, a
hires aranymetszés (az %(1 ++/5) irraciondlis szam) sem 4ll el6 természetes szimok hanyadosaiként.
A kialakult helyzet tehat tisztazast kivant. Az egyik legnagyobb gorog matematikus, Eudoxosz végezte
ezt el; minden mai szempontbdl is kifogéstalan elméletet dolgozott ki e ,,nem megengedett ardnyok”
kezelésére. Elméletében ezeket ,,megengedett ardnyok™, vagyis természetes szamok hdnyadosainak
végtelen seregével, 0sszességével azonositotta. Els6ként fogalmazta meg a doktrinat, mely mai fogal-
mainkkal szélva kimondja, hogy a valds szamokat a raciondlisokbdl kiindulva kell eléallitani.

Viszont Eudoxosz elmélete, mivel végtelen objektumokkal operalt, a gorog 1élekben sajitos fes-
ziiltséget is keltett, melyet a végtelentSl, az apeirontol vald irtdzat taplalt. A tdvolsadgtartast a Par-
menidész gondolatait tovabb szovd eleai iskoldbdl érkezd (a hagyomdény szerint eleai Zénon altal meg-
fogalmazott) nyugtalanité gondolati paradoxonok is indokoltdk. E jolismert paradoxonok szerint a tér
(pl. kozvetve Eudoxosz altal is feltételezett) aktudlis, tehat jeleniddben torténd, végtelen sok részre
val6 felosztasa ellentmondédsokhoz vezet, igy nem megengedhetd. Ugyanakkor a végtelen mds, nem-
aktudlis, tehat nem-jelenid6beli, hanem potencidlis formai—mint pl. a szdmolds folytathatosaganak,
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vagy tetsz6legesen sok térbeli test egymds mellé helyezhetdségének elgondolhatésdga—nem tlinnek
ellentmonddsosnak. Végiil a gorog gondolkodas legnagyobb rendszerezdje, Arisztotelész rogziti, hogy
melyek a végtelen megengedhetd (potencidlis végtelen, szamoldssal kapcsolatos) és nem megenged-
het6 (aktudlis végtelen, felosztdssal kapcsolatos) megjelenési formdi.® A térbeli dolgok végtelen
felosztasanak megtiltdsa azt eredményezi, hogy az arisztotelészi kontinuum-fogalom elemi, tehat
semmi mds, primitivebb koncepciébdl nem szdrmaztathaté fogalma a kiterjedtség. Az arisztotelészi
szintetikus kontinuum-fogalom éles ellentétben 4ll modern, analitikus kontinuum-felfogdsunkkal, ahol
is a kontinuum nem elemi tulajdonsdga a kiterjedtség, hanem éppen ellenkezbleg: kiterjedtség nélkiili
pontok osszességébdl all. A modern kontinuum-fogalom a XIX. sz. végére alakult ki, tehat a mo-
dern fizika és pszicho-fiziologia megsziiletése eldtt; az altaluk hozott 4j ismeretek viszont az analitikus
kontinuum-fogalmat egyre problematikusabbd teszik. Visszapillantva, Arisztotelésznek alapos oka volt
Ova inteni az aktudlisan végtelen ontologikus elfogadasatol.

A jétanicsot a nyugati gondolkodas nem fogadta meg. Annak ellenére, hogy a kora-kereszténység
privatio boni elvéhez igazodva a tartdzkodas a végtelentdl mint a ,,j6 hidnydnak™ egyik megnyilva-
nuldsitdl még egy jo évezredig kitartott: a X. sz. utols6 éveiben Gerbert d’Aurillac francia szerzetest,
korénak legmiiveltebb tudésat és a késébbi I1. Szilveszter papat,* ,, Konyvecske a szamok osztasardl” c.
munkdja alapjan a XVI. Jdnos ellenpapa koré tomoriilt ellenségei tobbek kozt azzal vadoljak meg,
hogy ,.képes tetszblegesen nagy szdmok osztdsdra is, kovetkezésképp eladta magit az ordognek”.
Mindekozben a VIIL. sz. derekdn Brahmagupta indiai matematikus az indiai absztrakt fogalmi gon-
dolkodas egyik csucsteljesitményeként a metafizikai értelemben vett semmit szdmként kezdi kezelni:
megsziiletik a nulla szdm fogalma. Arab kozvetitéssel a XIII-XIV. sz. koriil Eurépaba is megérkezik
a nulla mint tiszta szam, aritmetikai konstrukcié. A nulla megjelenése tehat eredetileg nem keriil kap-
csolatba semmiféle geometriai kiterjedtséggel, viszont megnyitja az utat a térbeli kiterjedtség nélkiili
pont nullaként valé szamszer( felfogasa felé. De ekkor még, vagyis a skolasztika idején a gorogoket
kovetve mindenki—pl. Walter Chatton, Harclay-i Henrik, Richard Kilvington, Wodeham-i Addm,
Thomas Bradwardine, William Ockham—az arisztotelészi szintetikus kontinuum-fogalom keretében az
aritmetikai eredet(, kiterjedtség nélkiili szimok és a geometriai eredetd, kiterjedtséggel bird szakaszok
fogalmat egymastol élesen elkiilonitve kezeli.

A XVI-XVIL sz-ban az arab eredetli algebra is fejlddésnek indul, megtaldljdk a harmadfoki (G.
Cardano) és a negyedfoku (L. Ferrari) egyenlet megoldoképleteit, folfedezik a komplex szdmokat. A
korédbbi geometriai ,,nem megengedett ardnyok”, csakigy, mint a ,,megengedettek”, algebrai egyenletek
megoldésaiként, vagyis szdmokként is eldallnak (pl. v/2 gyoke az x> —2 = 0 egyenletnek, %(l +/5)
pedig az x> — x — 1 = 0 megoldésa). Egyre tobben (S. Stevin, J. Wallis) az absztrakt geometriai—és ami
ekkor még ugyanaz: a valddi fizikai—térbeli kiterjedtségeket mint hosszisdgokat szamokként kezdik
tekinteni. Az aritmetika és a geometria legszisztematikusabb Osszeillesztését René Descartes végzi el,
utjara inditva a koordindta-geometriai, majd késébb algebrai geometriai kutatasokat: elképzelése sze-
rint algebrai egyenletek megolddsaval a térben elvben ,,megjelolhetdk” kiterjedtség nélkiili pontok €s
egy ilyen pont helyzetét a térben valds szamharmasokkal, koordindtdkkal lehet egyértelmiien megadni.
De mi egy ,,valés szdm”? Vagy ami valahogy ugyanaz a kérdés: mi egy ,,pont”? Descartes dualisz-
tikus, a res extensa és a res cogitans tapasztalati szembedllitdsdn alapulé gondolkoddsdban a kiter-
jedtség még elemi, tovabb nem bonthat6 fogalom, tehdt a kérdés sem bir kozponti jelentSséggel. Ot

3Metafizika IX. konyv és Fizika III. konyv: A végtelennek két fajtdja van: (1) az dsszeadds szerinti végtelen, amely
nem merithetd ki részek egymashoz addsa utjan és (2) a felosztds szerinti végtelen, amely ad infinitum folytathat6. A
szam az elsO, a tér a masodik, az id6 pedig mindkét értelemben végtelen. Arisztotelész szerint az (1) értelemben van,
a (2) értelemben nincs végtelen. A térbeli kiterjedés végtelen 0sszeadhatésdga szerint, potencidlisan; de nem végtelen
foloszthatdsaga szerint, aktudlisan. Egy térbeli kiterjedés soha sem oszthat6 fol aktudlisan végtelen szamu részre.
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kovetden viszont a kérdés—tehdt hogy mi is egy valds szam?—megvdlaszolatlansagatdl fiiggetleniil
fokozatosan gyokeret ver és megszilardul az elképzelés, miszerint eleddig a tér legfébbnek vélt tu-
lajdonsaga: a kiterjedtség nem primitiv fogalom, hanem a tér annak aktudlisan végtelen felosztasa-
val el6allo, de kiterjedtség nélkiili €s nem megtapasztalhat6 ,,pontok™ 0sszességébdl dll. A fogalmi
tisztdzodas e kritikus pillanatdndl fontos szerepet jatszhattak Wilhelm Leibniz akkortdjt kibontakozé
nagy hatdsd metafizikai mondd-elképzelései is, ill. altaldban a metafizikai gondolkodds folerdsddése.
E monadszeri jellemzdkkel biré fikcionak: a tér elemi épitdkovének, az egymagdaban is 1étezd pont-
nak egyetlen tulajdonsaga, hogy valamiképpen ,,ugyanaz”, mint egy masik fikcié: a valds szdm. A tér
analitikus felfogdsa tette lehetdvé a differencidl- és integrdlszamitds folfedezését (I. Newton, W. Leib-
niz) mely a Descartes-féle koordindta- vagy kifejez6bben analitikus geometridval egyiitt szilardnak
tlind matematikai alapot nyujt a Newton altal megfogalmazott klasszikus mechanika kidolgozdsahoz.
Az 4j elmélet sikert sikerre halmoz; aziddig megragadhatatlanul tdvolinak és kiillonbozdnek tartott égi
és foldi dolgok egységes, szabatos leirdsat teszi lehet6vé. Az arisztotelészi figyelmeztetést feledve, a
XVII-XVIII. sz-ban az eurdpai gondolkodas ontoldgiai szemantikdaval biré fogalmai kozt tehat mint-
egy észrevétleniil, €s ugyanakkor nagyon is iinnepelve, folbukkan az aktudlis végtelen. A harmincéves
habortban szétzildlt és megfaradt eurdpai lélek a barokk korban mintha mindenben a végtelen eszméje
felé fordulva keresne lelki-szellemi megijuldst:> eurépai kikotokbal hajék tavoli, egzotikus foldrészek
felé indulnak; William Herschel er6s tavcsovével 1j bolygét fedez fol a Naprendszerben és kozben
szimfonidkat kompondl; a barokk épitészet, a festészet de leginkabb a barokk zene, csakigy mint
a filozofia, a matematika és a fizika, mind a végtelenrdl szélnak. E mindenre kiterjedd szellemi
Ujjasziiletés lendiiletét latva nem is csoda, hogy egy egész korszak feledkezett meg arrdl, hogy tisztdzza
a kérdést: végiil is, mi egy valds szdm?

A vélasz megsziiletésének id6pontjit pontosan ismerjiik: 1858. november 24-e, amikor is Richard
Dedekind német matematikus, sajat bevalldsa szerint tobb évnyi kiizdelem utdn e napon tisztdzza a valds
szamok 0sszességének, az aritmetikai kontinuumnak a szerkezetét és mint irja, megadja ,,a folytonossag
lényegének valddi definicidjat”. Arra jut, hogy a kontinuum pontosan kétféle dologbdl all: racionélis
szamokbdl és a raciondlis szamok kozti ,,hézagokbdl”, ezek az irraciondlis szdmok. Ezzel a régi eu-
doxoszi elképzeléshez tér vissza, miszerint minden valds szdm a raciondlisokhoz val6 viszonyai alapjan
ragadhaté meg. Mind a raciondlis szdm, mind a ,,hézag”, vagyis az irracionédlis szam fogalmaét precizen
formalizdlja is az un. Dedekind-szelet segitségével. Egy Dedekind-szelet a racionalis szdmok bizonyos
végtelen sok elembdl 4116 valddi részhalmaza; innentdl kezdve egy valds szdm mér ,,hivatalosan” is egy
aktudlisan végtelen entitds. Segitségiikkel Carl Weierstraf precizzé teszi Augustin Cauchy elképzelé-
seit €s megsziiletik a hatarérték, a differencidl-hanyados mai fogalma is. Tobbek kozt Bernhard Rie-
mann majd Henri Lebesgue az integrdl fogalmat tisztdzzdk. A XIX. sz. madsodik felében elkésziil
az aritmetikai kontinuum, vagyis a valds szdmok szigorian joldefinidlt struktirdja és a matematikai
analizis, a geometria biztos ldbakon 4ll. Es ezdltal a fizikai tér megértése is, hiszen a XIX. sz. idealisz-
tikus filozofiai 1égkorében—habar a szdzad masodik felétdl egyre er6sodik a kritikai pozitivista ellen-
sz€l is, 1. pl. Diihring, Nietzsche—tovéabbra sem jelentett problémat, hogy metafizikai konstrukciokat
magatol értetddbéen ontoldgiai statusszal ruhdzzanak fol.

Georg Cantor német matematikus helyezi el0szor kivancsisdgdnak nagyitdlencséje ald, vagyis teszi
kritikai vizsgélat targydva az uj, szabatos kontinuum-fogalmat az 1870-80-as években. A racionilis
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szamok kozti veszélytelennek tlind ,,hézagok™ azonban nem vart bonyodalmakat okoznak. Arra a

A metafizikai gondolkodds f6 jellemzGje, hogy egy feltételezett, pozitiv etikai értékekkel felruhazott, idealisztikus
fogalmi univerzumbdl kiindulva igyekszik megérteni a vildgot. Erdekes megvizsgélni, hogy egy filozéfus, ill. dltaldban egy
kor metafizikai gondolkodasi hajlamara milyen hatdssal van az élettel és a vilaggal valé dltalanos megelégedettség meglévd
vagy hidnyz6 érzése; azok a filozoéfusok, igy pl. még Descartes is, akik ,,nagyjabol és egészében elégedettek voltak azzal,
amit az élettdl kaptak, csak konnyedén érintkeztek idealista nézetekkel.” (E. Diihring).



megdobbentd kovetkeztetésre jut, hogy a raciondlis szdmokhoz képest a valés szamok halmazanak
mérete, Un. szdmossaga, a ,,hézagok™ hozzavételével varatlanul megugrik: mig a raciondlis szdmok
un. megszadmlalhatéan végtelen sokan vannak, a valds szdmok egy nem-megszamlalhat6an végtelen
Oridsi sereget alkotnak, ,,sokkal tobben vannak”. Maig—mar a XX-XXI. sz-ban jarunk—nem tudjuk
megvdlaszolni a kérdést, hogy mennyi is a kontinuum szdmosséaga, vagyis hany pontbdl all (kontinuum
hipotézis, G. Cantor); s6t ez a kérdés nem is vdlaszolhat6 meg a mai matematika elfogadott in. ZFC
axiéoma-rendszerének keretein beliill (K. Godel, P. Cohen). Még altalanosabban, tetszdleges elsérendd
logikédn alapul6 axiéma-rendszerekben is mindig megfogalmazhat6 olyan allitds a valds szdmokrdl,
mely nem donthetd el e rendszeren beliil (Godel-Chaitin nem-teljességi tétel). Luitzen Brouwer hol-
land matematikus hivja fel a figyelmet arra, hogy a valds szdmokkal kapcsolatos kijelentésekre nem
érvényes a klasszikus kétértéki logika. E negativ észrevételek mind azzal fiiggenek 0ssze, hogy a valds
szamok hatalmas seregének egy tipikus eleme, vagyis egy generikus irraciondlis valds szam, tehat a
valds szdmok zome, semmiféle véges eljardssal nem jellemezhetd aktudlisan végtelen halmaz. A mate-
matika egy mdésik problematikus, de manapsdg mdr elfogadott elve az un. kivdlasztdsi axioma. Ha
ezt az axidmat az aritmetikai kontinuumra alkalmazzuk, akkor egy, a kontinuummal kapcsolatos masik
anomdlidra deriil fény: a valés szdmok halmazanak 1éteznek nem-Lebesgue-mérhetd részhalmazai. Ez
a probléma els6 halldsra a matematikus tarsadalom belsé iigyének tiinik, de azt eredményezi, hogy egy,
a hdromdimenzids geometriai térben, vagyis a valés szimharmasok halmazaban elhelyezkedd, tomor
goly6t szét lehet viagni hat darab diszjunkt részre ugy, hogy e részek csupan térbeli mozgatasokkal
két masik, eredetivel megegyezd sugard tomor golyova illeszthetSk 6ssze (Banach—Tarski paradoxon).
Ha ez az eljarés kivitelezhetd lenne a fizikai vildgban, akkor pl. egy tomor aranygolyé fraktalszerd
szétvagasaval majd részeinek Osszeillesztésével két aranygolydt allithatnank el6. Ezek a tisztdn ma-
tematikai paradoxonok tehat folvetik a kérdést, hogy az aritmetikai kontinuumot tekinthejiik-e a fizikai
tér helyes matematikai modelljének?

Ezzel el is érkeziink a XX. sz-ban robbandsszerlien megsziiletett modern fizika altal folvetett prob-
lémakhoz. Kozismert, hogy a matematikai eredmények legnagyobb fogyasztdja az elméleti fizika.
Teszi ezt azért, mert a modern fizika otthonos, jél-belakott vildgunk alatt-mellett-folott a valésag olyan
eleddig teljesen ismeretlen teriileteit tarta fol néhdny évtized alatt, ahova kozvetlen tapasztalat hijain mar
csak matematikai fogalmaink gyér fényénél nyeriink némi bepillantdst. Bertrand Russell brit filoz6fus
és matematikus hivja fol a figyelmet el6szor arra, hogy a fizika legvégs6 ismert fogalmait tekintve
matematikai jellegli, s nem azért, mert olyan sokat tudunk a fizikai vilagrél, hanem azért, mert olyan
keveset; csupdn legaltalanosabb matematikai jellemz6i azok, amiket még felismeriink. A XX-XXI. sz-
ban igy kiilonosen fontossa valik annak tisztdzasa, hogy matematikai fogalmaink helyesek és erések-e
abban az értelemben, hogy rdjuk tdmaszkodhassunk ezen a teljesen ismeretlen terepen. Visszatérve
targyunkhoz, az is nyilvdnval6 tovabbd, hogy az aritmetikai kontinuum fogalma (és az azon alapul6
modern geometria és matematikai analizis) a modern fizika eldtt alakult ki, tehét ez a fogalom nem volt
felkészitve a modern fizikai tapasztalat fel6l érkez6 tdmaddsokra. A kérdés igy teljesen jogos: a fizikai
tér matematikai modellezésére hasznalt aritmetikai kontinuum metafizikai gyokerd XIX. sz-i fogalma
elég erds-e ahhoz, hogy kidllja a modern fizika préobatételeit?

Az elmult néhany évtized torténései azt mutatjdk, hogy az elméleti fizika egymdas utdn engedi
szabadjara a valds szdmokban palackba zért szellemekként szunnyadd aktudlis végteleneket. Egyre
tobb, fizikai szempontbdl preciz gondolatmenet vezet fizikailag nem értelmezhet6 végtelen nagy ered-
ményekhez, Un. divergencidkhoz. Most csak roviden emlitjiik meg ezeket: bizonyos ,,szerencsétlen”
kezdofeltételekbdl inditott Naprendszer-modellekben a newtoni mechanika szerint egyes tomegpont-
ként kezelt bolygok véges id0 alatt végtelen nagy mozgasi energidra szert téve kirepiilnek a rendszerbdl;
ha a klasszikus elektrodinamika €s a newtoni mechanika szabdlyai szerint az elektronra mint elektro-
mosan toltott tomegpontra hattatjuk a mindig is magdval hordozott sajit elektromagneses terét, akkor
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az elektron ebben az elektromégneses térben, vagyis sajat magatdl, véges id6 alatt kozel fénysebességre
gyorsul {0l (elfuto elektron); ha ezt a naiv klasszikus elektront, tehat az ,,elektromosan toltott tomegpon-
rot” a modern relativisztikus kvantum-elektrodinamika fizikai tapasztalatok diktélta elveit kovetve egy
(mind fizikai, mind matematikai szempontbdl rendkiviil bonyolult) tn. relativisztikus elektron-pozitron
kvantummezG6vel helyettesitjiik, akkor a végtelenek mas alakban, de tjra felbukkannak (renormadlds, di-
vergens perturbdcios sorok). Efféle elszallo, divergens jelenségeket nem latunk magunk koriil, tehat
joggal tehetjiik fol, hogy itt a fizikai elmélet matematikai szerkezete nem megfeleld. A relativisztikus
kvantum-elektrodinamika a kvantummezd-elmétek egy fontos példdja; ezek az elméletek a fizikai tér
és 1d6 nagyon kis tartomdnyaiban zajl6 elemi folyamatokat irjak le. Az itt makacsul megjelend diver-
gencidk folvetik a kérdést, hogy a fizikai tér a legkisebb tdvolsdgokon is modellezhetd-e az aritmetikai
kontinuummal? Tovdbb menve, a graviticié modern elméletében, az dltaldnos relativitds-elméletben
szinte minden kezdeti szitudci6 végtelen nagy gravitacios ter tartomanyok, un. téridd-szingularitdsok
kialakuldsahoz vezet (Penrose—Hawking szingularitdsi tételek). Viszont ezek felbukkandsat kozvetlen
kornyezetiinkben nem varjuk, igy nem tudjuk tapasztalat alapjan kizdrni létezésiiket. Gondoljuk ezeket
is a matematikai modellbe eltemetett végtelenek kiszabaduldsdnak és vessiik el 6ket? Ellentétben a
kordbbi divergencidkkal, végtelen nagy siiriségii és gravitacios terd téridé-szingularitdsok megjelenése
fizikailag elég hihet6 mert a gravitdcié mindent csak vonzani képes (ellentétben az elektromossaggal).
Kozvetett csillagdszati tapasztalatok alapjan e térid6-szingularitdsok bizonyos fajtdi: a fekete lyukak
mintha léteznének.’ ill. az srobbands is egy manapsag mar elfogadott kozmolégiai paradigma alapja.
A XX-XXI. sz-1 elméleti fizika fontos elvi kérdése, hogy a kvantumelmélet és a gravitacio ettdl éle-
sen kiillonbozd einsteini elmélete egységes fogalmi és matematikai keretbe illeszthet6-e. Ez lenne a
kvantumgravitdcio elmélete, melyrdl azt gondoljuk, hogy a fizikai vilag legelemibb elképzelhetd folya-
matait irnd le. Szinte semmit nem tudunk arrél, hogy ennek az elméletnek hogyan kellene kinéznie,
de abban mindenki egyetért, hogy benne a fizikai té€ridé kontinudlis modelljét valamiféle egészen mas,
diszkrét struktirara kell lecserélni.

Eziddig az aritmetikai kontinuum és a fizikai tér evidensnek tliné kapcsolatat jartuk koriil, de most
emlitsiink meg egy érdekes észrevételt a fizikai idével kapcsolatban: a mai fizikdbdl teljességgel eltlint
az 1d6 a maga idd-szeriiségében. Elemi tapasztalatunk, hogy az idoének inhomogén hdrmas szerkezete
van: 4ll a maltbdl, melyre emlékeziink mert tényekbdl tevodik Ossze, all egy pillanatszer( jelenbdl
amit mint egyetlen eseményt éppen mindig megéliink, és 4ll a jovobol, melyet nem ismeriink mert
lehetGségek alkotjak. Ugy véljiik, hogy ennek a struktirdnak nem nagyon sok kize lehet az aritmeti-
kai kontinuumhoz, mely teljesen egyforma pontok homogén seregébdl all. Ennek a nyilvanval6sagnak
a dacédra a modern fizika Newtontol kezdve a fizikai id6t, a fizikai térhez teljesen hasonldan, az arit-
metikai kontinuummal modellezhetének tekinti. A fizikai tér egy haromdimenzids, mig a fizikai id6
egydimenzids kontinuum. E gondolkoddsméd betetdzése a relativitds-elmélet, melyben mindkettSt egy
egységes négydimenzids kontinuummad gyurjuk dssze. Az idot teljes egészében geometrizdltuk: el-
temettiik az aritmetikai kontinuumba. Oswald Spengler egyik érdekes megjegyzése, hogy egy fogalom
teljes raciondlis megértése mindig egyiitt jar a fogalom egyfajta geometrizalodasaval, vagyis geomet-
riai jellegli fogalomma alakuldsdval. Tehat harom évszazad alatt (Newtontdl Einsteinig) megértettiik
volna a fizikai 1d6t? El6szor is meg kell jegyezni, hogy az id0 teljes geometrizaldsa nem sikertilt,
mert a fizika leginkdbb i1dordl sz6l6, legkiilondsebb, s taldn legmélyebb felismerése, a termodinamika
mdsodik f&tétele makacsul ellenall minden geometrizalasi kisérletnek.” Fentebb emlitettiik Brouwer fi-

OP1. valészinti, hogy Tejiitrendszeriink kozéppontjaban (kb. 27.000 fényévre a Sagittarius [Nyilas] csillagkép irdny4ban)
is lapul egy Napunknal 4,2 x 10%-szor nehezebb szuperdrias fekete lyuk. Néhany éven beliil ez a kérdés el fog délni.

"Spengler szerint ez nem megleps, ugyanis a fizikai vildg temporalitdsat kifejez mésodik fététel egy ebben a pil-
lanatban még nem teljesen lathatd, de ,.haldlos dofést” jelent a newton—maxwell—einsteini, tk. barokk végtelen és id6tlen
fizikdra. ,,Ugy gondolom, a térvény, mely szerint az entrépia mindig novekszik—a termodinamika mésodik f6tétele—ijelenti



gyelmeztetését, hogy az aritmetikai kontinuummal kapcsolatos kijelentések nem elégitik ki a klasszikus
kétértékd logika (arisztotelészi) szabdlyait, ami annak kovetkezménye, hogy egy generikus valds szam
egy semmilyen véges eljardssal nem jellemezhetd aktudlisan végtelen halmaz. Meglepd, hogy viszont
e kijelentésekre érvényes logika megegyezik a jovobeli fizikai eseményekre érvényes logikdval. Mint-
hogyha az aritmetikai kontinuum nem befejezett, hanem nyitott, idébeli konstrukcid lenne: a racionalis
szamok a multbeliség, mig az irraciondlisok a jovébeliség jellemzbit hordozndk. Tehat, habar az id6t
eltemettiik az aritmetikai kontinuumba, ez utébbi struktira id6-szerd tulajdonsdgokat mutat. Nem
megértettiik az idot, hanem éppen ellenkezoleg: az aritmetikai kontinuumot sem értjiik, mert ido-szerii.

Az 1ddvel kapcsolatos észrevételek végiil elvezetnek benniinket a kontinuummal kapcsolatos
kiizdelmek masik hadszinterére: a modern pszicholégidhoz, pszicho-fiziol6gidhoz. Wolfgang Pauli
Nobel-dijas osztrdk fizikus javasolja, hogy j61 miikodd fizikai, matematikai fogalmaink jél-mikodé-
sének, ill. tovabb-fejlédésének megértéséhez meg kell vizsgdlnunk e fogalmak pszicholdgiai erede-
tét is. Van-e kontinuum-fogalmunknak pszicholdgiai eredete? Ha igen, akkor a matematikaban pre-
cizen formalizalt és a fizikai tér modellezésére alkalmasnak gondolt aritmetikai kontinuum mennyiben
tekinthetd bizonyos (tudattalan) pszichés tartalmak, mechanizmusok projekcidjanak? William James,
a XIX. sz. legjelentosebb amerikai filozéfusa és pszicholégusa fogalmazza meg el6szor vildgosan
azt, hogyan jelenik meg szamunkra ontudattal biré 1étezésiink: tudatosult érzékszervi tapasztalataink,
valamint belsé mentdlis tevékenységiink tudatosult eredményei, gondolataink-érzéseink, egyenként és
egymds utan folytonos eseménysorként peregnek a szubjektiv én mint megszakitas nélkiili tanu elott. Ez
a tudat folyama (stream of consciousness); a cartesidnus szinhdz, aminek néz61 mi magunk vagyunk.
Kurrens pszicho-fizioldgiai kisérletek (B. Libet, stb.), filozéfiai elképzelések (D. Dennett, stb.) azonban
egyre inkdbb megkérddjelezik ezt a folyamatossagot. A sok példa koziil most csak egyet emlitiink.
Jol ismert, hogy még akkor is, ha dgy véljiik, hogy egy tirgyat erdsen figyeliink, szemiink valéjdban
tudattalanul, kiilonb6z6 célpontok kozott ugralva, dllanddan pasztizza a teljes latomez6t. Néhanyszor
10 msec irdnytartds utdn nagy sebességgel 1-2 msec alatt 4 célpontra ugrik at. Egy ilyen célpont-valtas
olyan gyors, hogy ezalatt az id6 alatt 1atérendszeriink inkabb ,,lekapcsol”, mert nem tudnd feldolgozni
a beérkezd informdcid-aradatot. A célpont-viltds alatt egyszerlien nem latunk. Megddbbentd, hogy ez
a nem-latas egy atlagos nap sordn Osszesen mintegy 40 percet tesz ki! Szdmtalan kisérlet 1étezik, mely
demonstrélja, hogy ezen ,,vak” periddusok alatt bekdvetkezett—akar igen nagyszabdsi—kornyezeti
valtozdsoknak egyaltaldn nem vagyunk tudatidban. Hasonl6 a helyzet mds érzékszerveinkkel, sét jo
okunk van feltételezni, hogy bels6 mentilis tevékenységiink tudatosult eredményeit, gondolatainkat-
érzéseinket is, ,,s0tét” iddintervallumok valasztjdk el egymdstol. Ha ez igy van, honnan szarmazik
a tudat folytonossdganak érzete? Onnan, hogy itt megfigyeld és megfigyelt ugyanaz. Ahhoz, hogy
tudatosan megdllapithassuk: a fy id6pillanat eldtt még nem voltunk tudatosak, de ty utdn mér igen—
vagyis: tudatunk a 7o pillanatban kapcsolt be—nos, ehhez a ty utdni valamely 7y + € pillanatban
tudatosan meg kellene tudnunk &llapitani, hogy mar tudatosak vagyunk €s a #p-t megel6z6 valamely
to — € pillanatban tudatosan meg kellene tudnunk &llapitani, hogy még nem vagyunk tudatosak—am
ez utobbi nyilvan lehetetlen. A cartesidnus szinhdzban nem fordulhat el6, hogy mar ott iiliink a sotét-
ben és varjuk, hogy kezd6djon az eldadds. Ugyanez az okfejtés ad magyardzatot arra, hogy miért
nem emléksziink sohasem dlmaink kezdé pillanatdra, hanem épp ellenkezbleg: egy dlom felidézése
sordn mindig az a kinz6 érzésiink, hogy az elsd vildgosan felidézett képet mar valahogy egy nagyon
hosszi—végtelen hosszi?—homalyos, dam anndl 1ényegesebb eseménysor el6zte meg. Az dlom kro-
noldégidja nem linedris, hanem logaritmikus: az id6ben visszafelé pergetve egyre gyorsuld és stirtisodo,
egyre nehezebben kovethetd eseménysorbdl dll hatdrozott feliités nélkiil; mig elére menve egyre las-
sabb, attekinthetdbb képek (ill. felidézhet6 parbeszédek, megvildgosito felismerések, Osszetett zenei

a legfébb elvet a természet torvényei koziil.” (A. Eddington)



harménidk, stb.) alkotjdk. Erdekes, hogy modern kozmoldgiai elméleteink szerint a tagulé Univerzum
barmely bels6é megfigyel§je is hasonldan irja le a tapasztalatait: tetszSleges pillanatban €s helyrol szét-
tekintve mindig arra a kovetkeztetésre fog jutni, hogy éppen egy heves-gyors kezdb eseménysor részét
képezd rovid, intenziv korszak végén és egy azt kovetd sokkal hosszabb és nyugodtabb korszak ele-
jén 4l1.3 Tehat tudatossdgunk tartalmazhat megszakitdsokat anélkiil, hogy ennek tudatdban lehetnénk
és igy f6 szubjektiv jellemzdje lehet a folytonossag annak ellenére, hogy objektiven nem az. El lehet
gondolkodni azon, hogy az aritmetikai kontinuum matematikai fogalma csupan egy teljesen szubjektiv
belsd kontinuitdsi tapasztalat kivetiilése-e; €s hogy a fizikai teret-id6t miért is tekintjiik ezzel mod-
ellezhet6nek.

Végiil oda jutunk, hogy a matematika kikezdhetetlennek t{in6 fogalma: az aritmetikai kontinuum,
a folytonossag, kettds tdmadas kereszttiizébe keriil. Egyrészt a kontinuumot alkoté pont fogalma em-
pirikusan nem indokolhatd, s6t a fizikai leirdsban gondokat okozé metafizikai konstrukcid, masrészt
maga a pontokbdl 4ll6 kontinuum, ill. a folytonossdg élménye a vildgban, egy tudattalan pszichol6-
giai projekci6 jegyeit viseli magan. Ugy véljiik, hogy ez a kétiranyi kikezdhetSség val6jaban egy és
ugyanaz: ami a filozéfidban mindig is metafizikaként jelent meg, az a pszicholdgidban tjabban (esetleg
kollektiv tudattalan, tehét objektiv) pszichés tartalmak kiilviladgra torténé tudattalan projekcidiként lep-
lez6dik le. A kikezdhet6ség oka mindig fogalmaink antropomorf jellege, vagyis sajat magunktol valé
eredete.’

Megtisztithatéak-e matematikai fogalmaink a benniik rejt6zkodé metafizikai eldfeltevésektdl, tu-
dattalan pszichés projekciokt6l? Es ezéltal tehetSk-e pl. a modern elméleti fizika roppant épiiletének
erOsebb tartépilléreivé? Lehet-e pl. egy természetes szdm empirikusan megtapasztalhaté és igy
~megkonstrudlhaté-e” a végtelen (esetleg burkolt) el6feltételezése nélkiil? SzélsGségesnek tekintett,
de ezekkel a kérdésekkel kapcsolatba hozhat6 kultirtorténeti, s6t orvosi esetek tanulméanyozasa fel-
vetik egy jovdbeli fizikaibb matematika lehetdségét. Egy ilyen mélyebb és tdgabb matematika fogalmi
kereteiben tapogatézva remélhetdleg a klasszikus filoz6fia metafizikai univerzuma és e régi eszko-
zokkel méar megkozelithetetlen, bonyolult posztmodern (XX-XXI. sz-1) valdsag-élményiink kozti sza-
kadék tovabbi mélyiilése is elkeriilhets. Erre itt egy val6sdg-modell vazlataval tesziink kisérletet.

2. AZ ARITMETIKAI KONTINUUMMAL KAPCSOLATOS MATEMATIKAI PROBLEMAK

Lassunk neki egy szabatosabb tirgyaldsnak. Els6ként konstrudljuk meg vizsgdléddsunk targyat: az
aritmetikai kontinuumot, vagy mdasnéven a valos szimok R halmazat. A gyorsasag kedvért induljunk
ki a nem-negativ raciondlis szdmok Q+ U {0} halmazabdl, elldtva a szokdsos rendezéssel, Gsszeaddssal
és szorzéssal. Ez a halmaz tehat az ” alakd hdnyadosok osszességének (ahol m,n € N = {1,2,3,...}
nem-nulla természtes szamok a szokasos rendezéssel, 6sszeaddssal, szorzdssal, 1. az 5. szakasz eleje)

. X3 Zz 7 Z M / r’d /" z
és a 0-val jelolt nulla szdmnak az uni6ja. Pontosabban, két ilyen °7- és 75 szdmot azonosnak te-

8Jelenleg azt tapasztaljuk, hogy a belathaté Univerzum nemrég (csupan kb. haromszor annyi idével ezel6tt, mint a Fold
életkora) egy forrd, sfiri plazmagoly6 volt és éppen lehilt annyira, hogy elkezdGdhetett egy hosszd, nyugodt idészaka: a
csillagok korszaka. Az eddig eltelt heves, de rovid korszakhoz képest a csillagok ideje sszehasonlithatatlanul tovabb fog
tartani. Napunk minddssze a masodik csillag-generaci6 tagja és néhany els6 generacids oreg csillag még most is vilagit.

9 Nietzschével sz6lva gondolkoddsunk Emberi, nagyon is emberi. De a fiatal Wittgenstein nyelvkritikdjat is érdemes itt
megemliteni.



kintiink, ha m'n” = m"n’ mint természetes szamok. Ez lehetvé teszi, hogy egy raciondlis szdmra
mindig olyan legegyszeribb 7! alakban gondoljunk, hogy m,n-nek az 1-nél nagyobb kozos osztdja

nincsen. Specidlisan egy n természetes szdmot 7 alakban frva mindig raciondlis szamnak tekintiink,
tehdt NG Q" U{0}. A Q" U{0} halmazon létezik egy rendezés: ™ < % akkor és csak akkor, ha
ml < nk és mindig 0 < %!; tovabbd egy dsszeadds: " + ]7‘ = ’"l;?”k és 0+ 2 := ™ valamint egy szorzds:
. ’7‘ = ’%‘ €és 0- 7 := 0. Mdr a raciondlis szdmokra is igaz, hogy bdrmely két raciondlis szdm kozott
mindig van egy harmadik. Pl. % < '7‘ esetén a szamtani kozepiik %(% + ’7‘) = %‘ teljesiti, hogy
m < mbink < X Bz az 6rokké vald feloszthatésdg a valds szamokra is 6roklsdik, az tn. teljességgel
kiegésziilve.

Léteznek nem raciondlis szdmok, pl. v/2 nem az: ha az lenne, akkor létezne két természetes szam,
hogy V2 = = teljesiilne és foltehetjiik, hogy m-nek és n-nek az 1-en kiviil nincs kozos oszt6ja. De
ekkor 2n> = m? vagyis m? péros szdm, ami csak tigy lehet, hogy m = 2k is paros. Ezt visszairva,
2n? = 4k?, vagyis n> = 2k?, tehat n = 2[ is paros. Viszont ekkor m, n-nek van egy 1-nél nagyobb kozos
oszt6ja: 2, ami ellentmondds. Tehat /2 nem racionlis, hogyan lehet mégis jellemezni a raciondlis
szamokon beliil? Ismerve a v/2 = 1,4142... végtelen tizedestort-elGallitast, azt véges helyiértékeknél
elvagva végtelen sok raciondlis szdmot kapunk, melyek egyike sem egyezik meg /2 -vel, de mind

teljesitik, hogy

(1 < V2
1,4 < V2
1,41 < V2

\

és Dedekind észrevétele egyszeriien az, hogy a \/2 -t egyértelmiien jellemzi az dsszes olyan raciondlis
szdm, ami ndla kisebb. Végtelen sok ilyen racionalis szdm van €s ezek nyilvan a QT U{0} egy specidlis
részhalmazat alkotjdk. Az 6sszes ilyen tulajdonsdgui részhalmazt igy jellemezhetjiik:

Definicié. Egy S ; Q1 U{0} valddi nem iires részhalmazt Dedekind-szeletnek neveziink, ha barmely
s € S elemére igaz: minden olyan r € QU {0} elemre melyre r < s teljesiil, fenndll az is, hogy r € S.

Specidlisan, ha egy r € QT U {0} raciondlis szdmot azonositunk az Osszes ndla nem nagyobb
raciondlis szam halmazdval: r =R := {q € Q" U{0}|q < r}, akkor minden r raciondlis szdmot is
tekinthetiink 1igy, mint egy R Dedekind-szeletet.

Ezzel el is jutottunk a valds szimok definicidjdhoz:

Definicié. A nem-negativ raciondlis szdmok Osszes Dedekind-szeleteinek R™ U {0} halmazdt a
Q1 U{0}-bdl érokilt rendezéssel, Osszeaddssal és szorzdssal a nem-negativ valés szdmok halmaza-
nak nevezziik.

A konstrukcié alapjdn vildgos, hogy Q" U {0} S R* U {0} nem iires valédi részhalmaz és egy
x € RT U{0} szdmot raciondlisnak neveziink, ha x € QT U{0} és irraciondlisnak, ha x ¢ QT U{0}.

A konstrukcié alapjan konnyen megmutathatd, hogy a raciondlis szdmok halmazdn megadott ren-
dezés, Osszeadds, szorzds egyértelmiien kiterjednek erre a nagyobb halmazra, vagyis Rt U {0}-on is
egyértelmien léteznek ezek a miiveletek és megszoritdsuk a Q™ U {0} részhalmazra a kordbban definidlt
miiveleteket adja vissza. Végiil egy tovabbi egyszerii 1épéssel a teljes valds szdmok R halmaza, annak
Q C Rracionalis szamokbdl 4ll6 részhalmaza és rajtuk a rendezés és a miiveletek is megkonstrualhatok.



Ezekkel a technikai részletekkel itt most nem foglalkozunk, hanem elfogadjuk.

A konstrukci6 fontos tulajdonsdga, hogy az R halmaz barmely korlatos X részhalmazanak 1étezik
supX € R szuprémuma (legkisebb fels6é korldtja) vagy-ill.-€s infX € R infimuma (legnagyobb alsé
korlatja). Valoban, ha pl. egy foliilrdl korlatos B C R halmazra tgy tekintiink, mint sajit elemeinek
Osszességére, akkor mint Dedekind-szeletek unidja maga is Dedekind-szelet lesz, €s az ehhez tartozé
b valds szam lesz supB. Ha C alulrdl korldtos, akkor pedig infC := —sup(—C) lesz az infimuma.
Ebbdl maris kovetkezik, hogy a természetes szdmok N C R részhalmaza nem lehet korlatos feliilrdl.
Mert ha az lenne, akkor 1étezne az N C R részhalmaznak egy supN € R szuprémuma. Vagyis ekkor
minden n € N elemre n < supN teljesiilne, és supN a legkisebb ilyen tulajdonsdgi szdm. De mivel
ha n € N akkor n+ 1 € N is igaz, ezért n+ 1 < supN is fenn kell dlljon, vagyis minden n-re n <
supN — 1 < supN is teljesiilne, ami azt jelentené, hogy supN mégsem a legkisebb fels6 korlat, ami
ellentmondés. Ebbdl adédik, hogy barmely a < b esetén az [a,b] C R intervallum, barmilyen ,.kicsi”
legyen is, mindig tartalmaz raciondlis és irraciondlis szdmot is. Valoban, csakis az egyszerliség kedvéért
tegyiik fel, hogy 0 < a < b. Mivel N C R nem korldtos részhalmaz, mindig 1étezik olyan N € N, hogy
mar b—ia < N. Ekkor nyilvdn az {%; |m = 0,1,2,...} raciondlis szdmok koziil legaldbb egy bele fog

esni [a,b]-be. Tovdbb4, mivel pl. /2 irraciondlis, az {\/E +5[m=0,1,2,... } alaky szdmok is mind

azok és ezek koziil is valamelyik bele fog esni [a, b]-be. Tehdt a valds szdmok halmaza olyan szerkezeti,
hogy tetszblegesen kicsi rész-intervalluma is tartalmaz raciondlis szamokat és koztiik 1évé ,, hézagokat”,
irraciondlis szamokat, rdaddsul mindkettobdol végtelen sokat.

A szuprémum, infimum létezésének mdsik fontos kovetkezménye, hogy ha {a, },en C R egy mono-
ton novekedd, foliilrdl korlatos sorozat R-ben, akkor egyértelmtien 1étezik a lirgn an € R hatarértéke és ez

a szdm éppen a := sup{a, }. Val6ban, mivel a egy felss korldt, akkor egyrészt tetszGlegesen kicsi 0 < €
n

pozitiv valés szdm esetén a < a + € is fels§ korlat igy a, < a+ €; masrészt, mivel a a legkisebb fels
korlat a — € < a mar nem lehet az, ezért a sorozat monoton novekedését is figyelembe véve 1étezik egy
N¢ € N kiiszob-index gy, hogy méar a — € < a, minden n = N szamra. Vagyis minden €-ra |a, —a| < €,
ha n = N ami per definitionem azt jelenti, hogy lirrlnan = a. Ez lehetdvé teszi, hogy a valds szdmok

elemeit egyértelmtien végtelen tizedestort alakban adjuk meg. Pl. a [0, 1] C R részhalmaz esetében ez
ekképpen torténik. Ha a; € {0, 1,...,9} , tizedesjegyek” kollekcidja, akkor a

ai a An
n:1—0+1—02++1—0n > I’l:O,l,2,...
szdmok egy monoton novekedd feliilrSl korldtos {b,},cn sorozat tagjai, valamilyen egyértelmi x €
[0, 1] hatdrértékkel. Forditva, konny( beldtni, hogy barmely x € [0, 1] valés szamhoz egyértelmtien
taldlhat6 egy fentebbi {b, },cn sorozat, aminek hatarértéke nem mds, mint x. Ezt a tényt roviden dgy
jeloljiik, hogy
x=0,a1a2a3...a,... ()

és az x € [0, 1] tizedestort-elddllitdsdnak nevezziik.'® Pl. v/2 — 1 = 0,4142... egy példa ilyen kifejtésre.

Elérkeztiink az eddigiek mdsik fontos kovetkezményéhez, Cantor megdobbentd folismeréséhez: a
valés szamok halmazdnak szdmossdga nagyobb, mint a természetes szamoké. Mit jelent ez? Azt, hogy
a valés szdmok R halmazédnak elemei és a természetes szdmok N halmazdnak elemei nem feletethetk
meg kolcsonosen egyértelmiien egymasnak; nem allithatok parba, a valés szamok nem indexelhetdk,
nem jelolheték meg a természetes szimokkal, mert ez utébbiak kevesebben vannak. Ennek az allitdsnak

10Fontos megjegyezni, hogy most az x = 1 valés szdm 0,9999. . . csupa 9-esbdl 4116 végtelen tizedestort-alakban 4l eld,

hiszen 0,9999. .. = % + % + % +...=9: 1—10 -—L — 1 a mértani sor 6sszegképlete alapjan.
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a bizonyitdsa a Cantor éltal felfedezett dtlos eljdardson alapszik, mely a matematika legegyszer(ibb és
legzavarbaejtébb eljardsa. Mi most csakis az egyszerliség kedvéért azt fogjuk belatni, hogy mar a
[0,1] C R intervallum is tobb valés szdmot tartalmaz, mint ahdny természetes szdm van. Tegyiik fol
tehat, hogy a [0, 1] intervallum x elemei és az N természetes szdmok halmazanak n elemei valahogyan
kolcsonosen egyértelmiien megfeleltethet6k egymdsnak, vagyis parokba rendezhet6k. Mivel egy x €

[0,1] valés szamnak 1étezik egyértelmi (1) tizedestort-elGallitasa, feltevésiink azt eredményezi, hogy
ugyancsak 1éteznie kell egy végtelen tablazatnak:

Nelemei | [0,1] C R elemei
1 x1=0,a1a;3...
2 )C2=0,b1b2...
n X, =0,r17mp...

mely tehét azt jelenti, hogy az x; = 0,a1a, ... valoés szdmot megjeloltiik az 1 természetes szdmmal,
az xp = 0,b1b;...-t a 2-vel, stb. és minden y € [0,1] valés szdm valahol szerepel ebben a végtelen
felsoroldsban. De ez lehetetlen. Mert tekintsiik pl. az y :=0,d}b}...r,... € [0,1] szdmot, amelynek
k-adik p; tizedesjegyét a fentebbi tdblazat k-adik x; =0, p1ps ... pi... szdma k-adik py tizedesjegyének
megvaltoztatdsdval adjuk meg:

/ {Pk+1 haO < pr =8
Py =

— 18 hap,=9 .

Ez a szdm biztosan nem szerepel a tdbldzatban, hiszen a tizedestort-eldallitas egyértelmd és y elsd
szamjegye kiilonbozik x;-étdl, tehat y # x;, hasonléan, y méasodik szamjegye kiilonbozik x;-étdl, tehat
y # xa, s.it. Igy y € [0, 1] biztosan nincs a fentebbi listan: mert ilyen lista nem létezik. A [0,1] C
R és ennélfogva a valos szamok R halmazdnak elemszdma, szdmossdga, szigorian nagyobb, mint a
természetes szdmok N = {1,2,3,...} halmazdé. A valés szamokat nem tudjuk ugy felsorolni, mint a
természetes szamokat; azt mondjuk: a természetes szamok megszdamldlhatoan végtelen sokan vannak,
mig a valés szdmok nem-megszdmldlhatéan végtelen sokan. Egészen biztosan nem tilzas azt allitani,
hogy ez az egész matematika legfurcsabb eredménye. Mdig sem tudjuk, hidny elembdl 4ll az R halmaz
(kontinuum-hipotézis, G. Cantor), so6t: a mai matematika formalis keretein beliil ez a kérdés nem is
valaszolhat6é meg (K. Godel, P. Cohen), 1. alabb.

Két intuicié-ellenes, dam anndl fontosabb eredményt bizonyitottunk az aritmetikai kontinuumrol.
Mivel mindkét bizonyitasban kulcsszerepet jatszott a szuprémum, infimum létezése, ez€rt az aritmetikai
kontinuum e legfontosabb tulajdonsdgat kiilon is kiemeljiik:

Teljességi axioma. A valds szdmok R halmazdban bdarmely feliilrdl (alulrdl) korldtos részhalmaznak
létezik szuprémuma (infimuma).

A XX-XXI. sz-i matematika egységes formai kerete az Uin. ZFC axioma-rendszer. Ez egyrészt
tartalmazza az Ernst Zermelo és Abraham Fraenkel altal kidolgozott, halmazelméleti konstrukcidok
valamely elsOrendi logikét hasznal6 formalis nyelven megfogalmazott axiomatizdldsat (ZF), mésrészt
a kivdlasztdsi axiomdt (C).11 Tehat a ZFC formalis nyelvének ,,szavai” az Osszes lehetséges halmazok
és a veliik végezhetd miiveletek, ,,nyelvtana” pedig elsérendii logikdn alapul; ez utdbbi azt jelenti, hogy
a ZFC nyelvében megfogalmazhaté mondatok csakis e nyelv szavai (és nem pl. e szavakkal leirhat6

1 Angolul axiom of choice; kimondja, hogy tetszdlegesen sok, nem-iires halmaz Descartes-szorzata nem fiires.
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tovabbi tulajdonsdgok, stb.) folotti kvantifikdlasokon alapulnak. Nincs méd itt arra, hogy belemélyed-
jink, de fol kell hivnunk a figyelmet: a ZFC nyelve meglehet6sen transzcendens, mert szokészlete
az osszes lehetséges halmazokbdl 4ll; emiatt is a megszoritd elsorendii logika haszndlata és az ahhoz
val6 ragaszkodas egy ovintézkedés, hogy biztosan ne keriiljenek be ellentmondédsok a ZFC nyelvébe.
Végeredményben viszont az elsérendii logikdn alapulé nem-trividlis axiéma-rendszerek ,,gyengék’:
mindig konstrudlhat6 benniik olyan 4llitds, mely igaz, de a rendszeren beliil nem bizonyithaté (Godel
nem-teljességi tétele).'> A ZFC tehdt egy szigori formdlis keret, melyet haszndlhatunk arra, hogy
(legaldbbis elvben) matematikai konstrukcidinkat e nyelven vildgosan leirjuk €s a lehetd legnagyobb
éberséggel megvizsgdljuk: nem tartalmaznak-e olyan logikai ellentmonddsokat, melyeket a XX. sz.
elején Russell és méasok a XIX. sz-i matematika gyokereinél foltartak. Egy adott matematikai teriilet
ellendrzésekor a lehet6 legbiztonsdgosabban jarunk el: a ZFC teljes transzcendens szokészletének a
feltétleniil sziikséges legkisebb hanyadat hasznéljuk csak (els6rendl logikat haszndld specidlis rész-
nyelvek).

Mivel azt sejtjiik, hogy a valds szdmok R halmazédnak el6allitdsakor siippedékeny talajon jarunk,
segithet, hogyha az eddig haszndlt rermészetes nyelv helyett a ZFC formadlis, szigord, preciz nyelvét
haszndlva épitjiik fol az R halmazt, ily médon nyugtatva meg magunkat afeldl, hogy az R konstruk-
cidja sehol sem ellentmondésos. Az elsé kiilonos észrevétel az, hogy a fentebbi teljességi axioma, mely
a kontinuum leglényegét foglalja 0ssze, nem jol formalizdlhaté a ZFC-ben: csakis a ZFC teljes (transz-
cendens) szokészletét haszndlva fogalmazhaté meg els6rendlien, a rendezett algebrai testek (amely
struktira egyik képvisel6je az R halmaz is) sokkal biztonsdgosabb és ide vonatkozd rész-nyelvén nincs
elsérendi logikdn alapulé megfogalmazdsa. Ezzel fiigg 0ssze a masodik kiilonds észrevétel, hogy
az algebrai testek rész-nyelvén beliil a ,,valds szdmok™ igen sok, egymdssal nem izomorf modellje
épithetd fol, de e struktirdk legtobbje nem igazan rendelkezik a kontinuumtdl intuitivan elvart tulaj-
donsdgokkal. Hanem ezek koziil pontosan egy fog csak megegyezni a fentebbi R halmazzal: mégpedig
az, amelyik kielégiti a nem jo6l formalizdlhat6 extra kovetelményt, a teljességi axiomat. Mésként fogal-
mazva: a XX-XXI. sz-i matematika formadlis és logikai alapjdt ado ZFC axioma-rendszer nem elég erds
a valos szamok tanulmdnyozdsdhoz! A ZFC-t nem haszndlhatjuk arra, hogy megbizonyosodjunk: az
aritmetikai kontinuum szerkezete nem ellentmondésos.

Hogyha most mar akkor kénytelenek vagyunk elfogadni, hogy az R szamossdga nagyobb, mint
az N halmazé, meg kell kérdezziik: hogyan néznek ki az R zomét, a ,,sziirke hétteret” ad¢ tipikus y
elemek, a ,,hézagok”? Megint csak meglepd, de erre a kérdésre sem tudunk vélaszolni, hanem csak azt
tudjuk megmondani, hogyan nem néz ki egy ilyen elem.

(i) Nyilvéan egy tipikus valés szam nem természetes szam: y ¢ N. Meggondolhat6, hogy a raciondlis
és a természetes szdmok szdmossidga megegyezik, vagyis raciondlisokbdl is kevés van, tehét

y¢Q;

(ii) Mir tudjuk, hogy v/2 irracionalis, mennyire tipikus szdm a /2 ? Erre a szamra konnyi ,.rd-
talalni R-ben”, mert egy egészszam-egyiitthatés polinom, pl. az x> —2 = 0 (egyik) megoldasaként
el6all. Jelolje A az R azon x elemeinek halmazat, melyek el6éllnak egy a,x* + ---+ajx+ag =
0 egészszdm-egyiitthatos (tehat a,,a,—1,...,a0 egészszamok) polinomidlis egyenlet megolda-
saiként. Az A elemeit algebrai szamoknak nevezziik. Nyilvan Q ; A és most mar nagyon sok
irraciondlis algebrai szamot tudunk gyartani: pl. az x> —x — 1 = 0 egyik megoldasaként kapjuk az
%(l ++/5) aranymetszési szamot vagy az x'> —2 = 0 egyik megolddsa a V/2 mely a hangszerek
Werkmeister-féle temperélt hangoldsaban jatszik szerepet, stb. Sajnos az deriil ki, hogy latszola-
gos bsége ellenére az A szdmossdga is megegyezik a természetes szaimokéval, tehét y ¢ A;

12A Gédel-tétel is az dtlds eljdrdssal bizonyithatd.
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(iii)) Nem kis munkdval beldthatd, hogy a kor keriiletének és &tmér6jének hanyadosa, a w =3,1415...
vagy az Euler-féle e = 2,7182... nem algebrai szamok. Az ilyenféle szdmokat transzcen-
denseknek nevezziik. Tipikus elemei-e R-nek ezek a szdmok? Megmutathatd, hogy ezek a
szamok kifejthet6k pl.

T | 1 1 1 1 1 1 1

1 g—f‘g ?-l— , e= +T+E+m+”'
alakban. Alan Turing brit matematikus javasolta, hogy ezeket a formuldkat fogjuk fel a megfelel
szdmok elddllito algoritmusaiként. Ez azt jelenti, hogy pl. az e € R szdmot egy rovid utasitds-
sal: "kezdd el 0sszeadni a természetes szamok faktoridlisainak reciprokait!" teljesen megadtuk
ugy, hogy szamjegyeit még egy szdmitogép is tetszOlegesen hosszan fel tudja sorolni. Jelolje T
az R azon x elemeinek halmazat, melyekhez 1étezik egy-egy 7, véges utasitds-sor, algoritmus,
melynek végrehajtdsaval x tetszéleges pontossaggal elddllithato pl. gy, hogy minden n bemenet-
re a Ty kimenete, T,(n), egy n elembdl 116 szamsor, mely nem mds, mint x elsd n tizedesjegye.
A T elemeit kiszdmithato szamoknak nevezziik. Nyilvan A ; T és habar a &, e transzcendensek,
pl. a fentebbi formuldkkal még kiszamithatéak. Most mér aztan tényleg azt gondoljuk, hogy R
elemeinek zome T-beli. De nem. Beldthat6 (1. alabb!), hogy a véges hosszi algoritmusok {7}
is nagyon kevés van. Faradtan hatrad6lve vessziik tudomadsul, hogy tovabbra is, ha y egy tipikus
valds szam, akkor y ¢ T.

A valés szamok zome nem-kiszamithaté szam, mert a kiszdmithaté szamok is még til kevesen vannak.
El lehet-e egyaltaldn egy nem-kiszamithat6 szamot gondolni? A feladat nehéz, mert egy olyan szdmot
keresiink, melynek ugyan van tizdestort-eldallitasa, de azt biztosan nem ismerhetjiik. Egy példa a Gre-
gory Chaitin argentin-amerikai matematikus éltal folfedezett Q € [0, 1] szam, melynek konstrukcidja
Turing hires eredményén alapul: nem létezik algoritmikus eljaras arra, hogy eldontsiik barmely algo-
ritmusrél, hogy barmely bemend adatsorra véges sok 1épésben lefut-e, vagy sem (megdlldsi probléma).
Ennek a bizonyitdsnak az alapja ismét a veszélyes triikkk: az dtlos eljdras.

Ha T egy algoritmus, vagyis véges utasitids-sorozat, akkor 7' leirhatd, elkdédolhatdé egy véges
hosszusdgu jelsorozattal valamilyen formalis nyelven. A lehetséges kddolasok, vagyis nyelvek, kozott
matematikai szempontbdl a legtermészetesebb az, amikor T-t egy n € N természetes szammal kédol-
unk el, amit ugy fogunk irni, hogy 7;,. Forditva, ezen a matematikai nyelven minden m € N felfoghatd,
mint egy (esetleg értelmetlen, ellentmondésos) 7;, algoritmus. Ezzel majdnem precizen belattuk, hogy
legfeljebb annyi algoritmus létezik, ahdny természetes szdm, vagyis megszamlalhatéan végtelen. Ebbdl
az is adodik, hogy az R Osszes eddigi N ; Q ; A ; T részhalmaza tényleg csak megszdmlalhatéan
végtelen. A fentebbi matematikai nyelvet arra is hasznédlhatjuk, hogy bemend és kimend adatokat k6-
doljunk el vele. Tehdt n € N most egy bemenet, amibdl az m-edik T,, algoritmus, ha az n bemenetre
alkalmazva nem értelmetlen (vagyis a T, utasitds-sor n-re alkalmazva nem tartalmaz logikai ellent-
mondésokat, vagy nem keriil végtelen ciklusba, stb.), egy T,,(n) € N kimenetet csindl. De lehetséges az
is, hogy T,, az n-re alkalmazva értelmetlen. Egy rogzitett m-re és n-re tekintsiik az alabbi leképezést:

() = 1 ha T, az n-re lefut (és véges sok 1épés utan kiadja a T;,(n) végeredményt)
m=1 0 ha T,, az n-re nem fut le (mert nem értelmes, vagy végtelen ciklusba keriil, stb.) .

Ekkor tehat jolértelmezett, igy biztosan létezik az aldbbi, valahogyan 0-kal és 1-ekkel kitoltott végtelen
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méreti tablazat:

hn 5] tm
1 0 0 1
2 0 1
n 1 1 1

(a 0-k, 1-ek helyzete most csak illusztracid). Tehdt: a tdblazat valahogyan egyértelmien ki van toltve.
Viszont fontos kérdés, hogy a tiblazat algoritmikusan is kitolthets-e, vagyis 1étezik-e olyan U uni-
verzdlis algoritmus, amely azt tudja, hogy

1 hat,(n) =1 (vagyis T,, az n-re lefut)
0 hat,(n) =0 (vagyis T,, az n-re nem fut le) .

Uimn) =

Ha 1étezik ilyen U, akkor 1étezik az atlé6 mentén értelmezett V algoritmus is, hogy V(n) = 1 —U (n,n)
vagyis

0 haU(n,n)=1
Mivel a fentebbi tdblazat tartalmazza az dsszes algoritmust, akkor ez a V' is valamely 7} algoritmusnak
megfeleld 7; oszlopként ott kell szerepeljen a tablazatban. De ez lehetetlen, mert V biztos kiilonbozik
T:-t61, hiszen mas kimenetet ad az n = 1 bemenetre, V biztos kiilonbozik 7>-t6l, hiszen mas kimenetet
ad az n = 2 bementre, s.i.t. Tehat nem létezik az U univerzalis algoritmus.

Az Q € [0,1] valés szamot egyszertien a fentebbi egyértelmiin kit6ltott, de algoritmikusan nem
kitolthetd tdblazat elemeit hasznalva adjuk meg. Egészen pontosan a tdbldzaton cikk-cakkban végig-
megyiink és elemeit szdmjegyeknek haszndlva egy végtelen tizedestortet allitunk eld:

Q.= 0, 11 (1) l‘z(l)tl (2) .. .l‘k_l(l)lk_z(z) .. tm(n) ... (k— 1) ...
M~ ——

S

V(n):= { I haU(n,n)=0

m+n=2 m+n=3 m+n=k

(ennek a tizedestortnek a szamjegyei csak 0-kat és 1-eket tartalmaznak). Tehat Q ¢ T és most el&szor
modhatjuk el, hogy el6ttiink 4ll a valoés szamok egy ,.tipikus képviseldje”. De persze semmit sem
tudunk réla mondani, még a szdmjegyeit sem tudjuk sehogy sem folsorolni és a valdés szdmok zome
ilyen. Most mar tovdbbi vad szdmokat is gyarthatunk, pl. Q>+ 1 vagy sinQ, stb. Nem-kiszdmithaté
szamok megjelenésével a fizikdban is szdmolni kell (Geroch—Hartle).

Lattuk, hogy minden valés szam egy végtelen tizedestort. Van olyan, ami igen egyszerd, pl.
% = 0,6666... vagy zlt = 0,2499... és dltalaban konnyl megmutatni, hogy egy racionalis szdmhoz
mindig egy (esetleg véges hosszu bevezetdtdl eltekintve) véges hosszu periddusokbdl 4116 végtelen pe-
riodikus tizedestort-el6allitas tartozik. Igy a megaddsahoz elegendd leirni a véges sok szdmjegybdl
4116 periédust és utdna azt mondani, hogy ez ismétlédik. Igy a raciondlis szdmok ebben az értelem-
ben is tényleg véges, befejezett szamok (vagyis mind T elemei). Az irraciondlis v/2 = 1,4142. ..,
e=2,7182... 1ill. aw =3,1415... végtelen nem-periodikus tizedestortek, ezért hirtelen arra gondol-

unk, hogy e szdmokat nem tudjuk végesen leirni. De pl. 1étezik a

1
\/§:1+—1

2+2+ﬁ

végtelen ldnctort-kifejtés, vagy a mar fentebb mutatott kifejtések e-re és m-re és az ezen kifejtések
1épéseit megadd véges utasitds-sorok—vagyis a megfeleld 7, algoritmusok—véges sok karakterrel
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leirhatok. Egy ilyen T, algoritmus tehat ugyan nem adja meg az x szamot, de segitségével a szdm
tetszGleges pontossdggal reprodukalhaté pl. dgy, hogy az n bemenetre T,(n) megadja az x elsd n ti-
zedesjegyét (vagyis v/2,e,m € T, mind kiszdmithatk). Ezek a szdmok ebben a kicsit ltalanosabb
értelemben tehdt szintén végesek. Viszont az  ilyen értelemben sem véges, mert szamjegyeit sem-
miféle algoritmus nem tudja folsorolni (vagyis Q ¢ T) és a valds szdmok zome ilyen.

Az eddigiek jol motivéljak az Andrej Ny. Kolmogorov orosz matematikus dltal bevezetett fogalmat,
egy valos szam algoritmikus siirithetdségét. Legyen x € R egy valds szam és jeloljiik X-szel mindazon
T, algoritmusok Osszességét, melyek elddllitjak x-et pl. a fentebbi értelemben. Lehetséges, hogy ez a
halmaz iires, mint pl. az Q vagy minden nem-T-beli szdm esetében, de mindig legfeljebb megszamlal-
hatéan végtelen sok ilyen algoritmus létezhet x-re. A mi természetes kddoldsunkban egy algoritmust
egy természetes szam ad meg, s ennek a szimnak a nagysdgat tekinthetjiik az algoritmus |7;| hosszanak
is; tehat mindig |7;| = n valamilyen n € N-re (és ekkor 7, = T}, pontosan az n-edik algoritmus a fentebbi,
Osszes algoritmust folsorol6 tablazatban). Egy x valos szdm akkor algoritmikusan siirithetd, ha 1étezik
T, algoritmus, mely &t elGéllitja és a legrovidebb hosszisagit ezek koziil az x szdm K (x) € NU {400}
Kolmogorov-komplexitdsdnak (vagy algoritmikus hossziisagdnak) nevezzik. Jelolésben: x € R esetén

+o0 hax¢T

K(x):=
inf |T| <+ haxeT .
T,eX

Egy adott x szdmra csak annak van jelentSsége, hogy K (x) végtelen (x nem s{irithetS) vagy pedig véges
(x stirithetd); utdbbi esetben, hogy pontosan mennyi ez a véges érték nem szamit, mert fiigg az L ko-
dolasi nyelv részleteitdl, stb. Ezt megértve (tehat egy rogzitett L nyelvet haszndva) el6szor is beldthatd,
hogy tetsz6legesen nagy Kolmogorov-komplexitdsd valds szamok 1éteznek (pl. K () = +o0); ma-
sodszor, fontos kérdés, meg tudjuk-e mondani egy valds szdmrdl, hogy mennyi a Kolmogorov-
komplexitidsa? A kérdés ekképpen tehetd értelmessé. Tegyiik fol, hogy adott egy elsérendii logikdn
alapul6 L formdlis nyelven megfogalmazott S axioma-rendszer (pl. a ZFC egy ilyen). Ha az axiéma-
rendszer elegendden bonyolult, akkor benne meg tudunk fogalmazni allitdsokat valos szamokrdl. Egy
ilyen 4llitas lehet az, hogy pl. ,,az x € R valds szamra K (x) = n” (persze megfelelden formalizdlva az
L nyelv szerint, mi most tovabbra is a természetes nyelvet hasznaljuk). Kérdés: bizonyithatdak-e ilyen
allitasok S-ben? Madr sejtjiik, hogy itt megint valami gond lesz:

Tétel (Godel-Chaitin nem-teljességi tétel). Minden elsérendii logikdn alapuld L formdlis nyelven meg-
fogalmazott, elegendden bonyolult S axioma-rendszerhez létezik egy Ng € N kiiszobszdm, hogy nem
létezik olyan x € R valds szdm, hogy az dllitds: K(x) = Ng bizonyithaté lenne S-ben.

Ez megint nagyon zavard, mert azt mutatja, hogy egy bizonyos bonyolultsdgon til semmit nem tudunk
mondani precizen egy valos szam bonyolultsdgar6l. Ez nagyban hasonlit arra, ahogy fisztdn véletlen
eseménysorokat sem tudunk jellemezni masképp, minthogy azt mondjuk: ez egy tisztdn véletlen ese-
ménysor. Amennyiben egy x szdmra K (x) = o0, akkor helyesen gondoljuk, hogy az x tizedesjegyei
egy tokéletesen véletlen szamsorozatot alkotnak. Pl. az Q szadm per constructionem ilyen. De hogy egy
adott, ,,nem mi altalunk készitett”, hanem ,,odakintr6l jov6” y € R szam ilyen-e, azt semmiféle modon
nem tudjuk megdllapitani. A nem-kiszdmithat6 szdmokkal kapcsolatos sorozatos negativ észrevételek
egyes radikélis (techno-materialista) gondolkoddst matematikusokat (pl. R. Hamming) arra késztettek,
hogy e szdmok 1étezését egyszerlien elvessék €s javasoljak, hogy a Dedekind-féle XIX. sz-i nem-el6al-
lithat6 aritmetikai kontinuumot a Turing-féle XX. sz-i eldéllithaté halmazra kellene lecserélni (amely
tehdt csak megszamldlhat6an végtelen sok T-beli szdmbdl dllna).

Elérkeztiink Brouwer észrevételéhez a valds szamokrdl tehetd kijelentések logikai szerkezetével
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kapcsolatban. Most mér tudjuk, hogy vannak igen természetes és fontos kérdések valds szamokrol
(pl. algoritmikusan nem-stirithet6-e? irraciondlis-e?, stb.), melyek szigorud keretek kozott altalaban
nem valaszolhatok meg. Most az egyszeriliség kedvéért tekintsiink egy egyszer( €s szintén természetes,
am az igazat megvallva elég haszontalan kérdést: mennyi a & = 3,1415... = 3,ajaza3 ... (tehita; €
{0,1,2,...,9} most a & tizedesjegyei) tizedesjegyeinek atlaga, az

A:= lim l(al +ar+...+ap)

n——+oo
szam? Nyilvan az egy igaz allitas, hogy ,,biztos, hogy vagy A = % vagy A # %” (ha ez utébbi esetbe bele
értjiik azt is, ha A € R esetleg mint hatarértek nem is 1étezik). Viszont ebbdl sem az nem kovetkezik,
hogy A = % sem az, hogy A # %. Ugyanis, mivel aktudlisan nem ismerjiik a 7 osszes tizedesjegyét, a
kérdést most nem tudjuk megvdlaszolni (annak ellenére, hogy 7 € T igy 1étezik algoritmikus kifejtése,
ez csak potencidlisan adja meg a szdmjegyeket, ui. az osszes tizedesjegy elddllitdsa végtelen idot vesz
igénybe). Ez hasonlit a jovobeli eseményekre vonatkozo kijelentések szerkezetéhez. A ,biztos, hogy
holnap vagy esik, vagy nem esik” igaz 4llitas, de ebbdl sem az nem kovetkezik, hogy ,,holnap biztosan
esik” sem az, hogy ,,holnap biztosan nem esik”.

Egy érdekes fizikai analdgidval fejezziik be. Az id6 legsajitosabb jellemzdje annak idd-szeriisége,
vagyis inhomogén hirmas szerkezete: all a multbeli tényekbdl, all egy pillanatszer( jelenbdl amit mint
egyetlen eseményt éppen mindig megéliink, és all a jovobeli lehet6ségekbdl. A mult tényszeriisége,
szubjektive legalabbis, ugy jelenik meg, hogy lehet rd emlékezni, mig a jovO lehetdségszeriisége Ggy,
hogy nem. Carl F. von Weizsdcker német fizikus kérdezi, hogy a multra valé emlékezhetSség és a
jovore val6 nem-emlékezhet6ség minddssze a mi szubjektiv benyomdsunk az idérdl, vagy tényleg
létezik valami objektiv a fizikai vildgban ami ennek alapjdul szolgdl? A vialasz az, hogy igen. A
modern informacié-elméletben, melynek alapjait Claude Shannon amerikai kutaté-mérnok fektette le,
egy x esemény I(x) informdcid-tartalmdt az esemény p(x) bekovetkezési valészinlisége inverzeként
definidljuk: minél valdszintitlenebb egy esemény bekovetkezése, anndl nagyobb az informécid-
tartalma. Pontosabban az x esemény bitekben mért informdcié-tartalma I(x) := —log, p(x). Pl. an-
nak a nem tdl meglep6 eseménynek, hogy egyetlen pénzfeldobds végeredménye ,.fej” lesz, pontosan
1 bit az informdcié-tartalma, mig annak a valdszintitlenebb dolognak, hogy egy dobdkockdval egymads
utdn tizszer is hatost dobok, majdnem 26 bit.!> A fizika egyik legfontosabb tapasztalati felismerése
a mdsodik fotétel, mely kimondja, hogy egy zart fizikai rendszer H entrépidja az id6fejlédése sordn
nem csokken. A newtoni mechanika szerint lehetne masképp is, de empirikusan bizonyosan az teljesiil,
hogy egy fizikai rendszer id6beli fejlodése sordn kisebb entrépidju kezdeti dllapotokbdl egyre nagyobb
entropidju késobbi allapotok felé tart. Mivel az entrdpia a rendszer rendezetlenségének mértéke, kisebb
entrépia nagyobb rendezettséget, s igy az 0sszes lehetséges konfigurdcidkat tekintve valdszintitlenebb
allapotot jelent. Tehdt empirikus tény az, hogy a rendszer fejlédésének eseménysordban a jelen pil-
lanathoz képest a mult rendkiviil valészindtlen és ennélfogva nagy informéacid-tartalmd, mig a jovo
rendkivill valészind, tehét kis informécid-tartalmu torténésekbdl 4ll. Ezért a mindenkori jelen pil-
lanatbdl tekintve a mult éppen olyan, hogy nagy informdacié-tartalma miatt lehet rd emlékezni, mig a
jovo olyan, hogy nem lehet rd emlékezni. Weizsdcker szerint az 1d6 emlitett szubjektiv szerkezete, ill.
az 1d6 id6-szerlisége maga, a masodik f6tétel fenndlldsdnak objektiv tapasztalati tényével ekvivalens.
Ebben a kontextusban bevezethets egy x valds szdm p(x) € [0, 1] ,,bekovetkezési valGszintisége”, ami
azt méri, szdmjegyek tetsz6leges egymads utdn irdsdval eldéllitjuk-e x-et; mivel egy tipikus valds szdm-
ban semmiféle mintazat sincs, vagyis algoritmikusan nem sfirithetd, p(x) :== 1 —27K () egy természtes

3Fontos hangstilyozni, hogy egy esemény informéci6-tartalmdnak semmi kize nincs az esemény esetleges jelentéséhez,
értékéhez. Tehat el6fordulhat, hogy egy nagy informdacié-tartalmi eseménynek szamunkra semmi jelentése stb. nincs, és
forditva.
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vdlasztés, hiszen fenndll, hogy p(x) = 1 amennyiben x ¢ T és p(x) < 1 kiilonben. Ekkor az x szdm
minformacié-tartalmara” teljesiil, hogy /(x) = 0 minden x ¢ T elemre. Tehét egy tipikus valés szdm-
nak nincs informdcid-tartalma, mert ,,bekdvetkezése” nagyon valdészind, 1évén szamjegyei teljesen
véletlenek. Brouwer észrevétele ill. a fizikai idével kapcsolatos most kifejtett analdgia alapjan a Godel—
Chaitin-tételt Ugy is interpretdlhatjuk, hogy egy tipikus x valés szam Kolmogorov-komplexitdsa azért
nem allapithaté meg ,,most”, mert ,,az x a kérdezé€s pillanatdhoz képest jovobeli esemény”. Ellenben pl.
egy megfeleléen egyszer( r raciondlis szam Kolmogorov-komplexitdsa megallapithatd ,,most”, mert
,»-az r multbeli esemény”.

Ekképpen 0Osszegezziik (€s egyuittal interpretaljuk is) az eddigieket: az aritmetikai kontinuum,
vagyis a valos szamok R halmaza id6-szerii tulajdonsdgokkal is rendelkezik és ez a halmaz nem befe-
Jezett konstrukcio abban az értelemben, hogy a kontinuum pontokra valo felosztdsa aktudlisan, vagyis
,most”, nem végezheto el.

3. AZ ARITMETIKAI KONTINUUMMAL KAPCSOLATOS FIZIKAI PROBLEMAK

Attériink a modern fizika felvetette kédésekre. Sajnos ismét ol kell adnunk a szabatossagot, mert
a megemlitendd fizikai konstrukciok matematikailag preciz bevezetése €s targyaldsa messze megha-
ladja ennek az irdsnak a kereteit. Emiatt is ezt a fejezetet nem nyujtjuk hosszira. Roviden mar most
osszefoglalva azt fogjuk latni, hogy egy adott helyes, jol mlikodé fizikai elméletben mint (az arit-
metikai kontinuumot hasznald) matematikai modellben megjelennek divergens megoldasok. Ennek a
fizikai elméletnek tapasztalatok diktélta, még jobban, dltalanosabban miik6dé tovabb-fejlesztésében az
el6z6 divergencidk eltlinnek, viszont megjelennek Gjfajta divergencidk. Mig egyszeriibb elméleteinkben
kozvetlen fizikai tapasztalataink dltal mindig el tudjuk donteni, hogy ezek a divergencidk fizikailag
léteznek-e vagy csak a matematikai modell artifaktumai, késobbi, dltaldnosabb és elvontabb fizikai
elméleteinkben e divergencidk ontologiai stdatuszdrol egyre nehezebb nyilatkozni.

A klasszikus mechanika newtoni elméletében idedlis, pontszerii rSzecskék gravitdcidsan vonzzak
egymdst ugy, hogy ennek az er6nek a nagysdga a részecskék térbeli tavolsdga négyzetének az in-
verzével ardnyos. Tehdt ez az erd végtelenhez tart, ha a részecskék kozelednek egymdashoz. Mi torténik,
ha két részecske 0sszeiitkozik? Eldszor is, ha a valésdgban két bolygd kozel keriil egymashoz, akkor a
pontszerd idealizalds érvényét veszti. De ettd] fiiggetleniil, ha a newtoni mechanikat mint matematikai
elméletet szeretnénk tanulmanyozni, a kérdés feltehetd; s6t fel is kell tenni, ha az aritmetikai kontin-
uum fizikdban jatszott szerepét akarjuk tisztdzni. Az deriil ki, hogy 1étezik egy ,,leghelyesebb eljaras”
arra, hogy két részecske palydjat folytassuk egészen az iitkozésig €s azon tul is: ennek sordn a részecs-
kék sebessége, mozgdsi energidja egy ,,pillanatra” ugyan végtelen naggya valik, de mind az iitkozés
el6tt, mind utdna szépen véges lesz. De mi torténik, ha egyszerre harom részecske iitk6zik? Vagy még
tobb? A helyzet komollyd valik akkor, ha 6t pontszer(i részecske mozgdsat tanulmanyozzuk a new-
toni mechanika szerint. 1992-ben bizonyitottak be, hogy ekkor mar 1étrejohetnek nem-iitkozés-jellegii
szingularitdsok is: az Otrészecskés rendszernek vannak olyan megolddsai, amelyekben elinditds utdn
véges idovel az egyik részecske kirepiil a végtelenbe. A mechanizmus részletes ismertetése helyett a
dolog Iényegére vildgitunk ra: mint mar emlitettiik, a newtoni mechanikdban a gravitacios erd a for-
rés felé haladva elég gyorsan végtelenhez tart, ami azt eredményezi, hogy minden pontrészecskéhez
végtelen nagy graviticids potencidlis energia tartozik. Ez az energia nem homogénen oszlik el az
egész térben, hanem végtelen nagy része a részecske koriili tetszlegesen kicsi golydban dsszpontosul
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és e kis kornyezeten til az energia mar véges. A bajok mindig abbdl szarmaznak, hogy részecskék
egymadshoz tul sokszor tdl kozel keriilve—anélkiil, hogy iitkoznének—ezeket a magukkal hordozott
végtelen nagy potencidlis energidkat ki tudjak akndzni és végtelen nagy mozgdsi energiava alakitani.!*
Természetesen ezek az elszélldsok nem lehetségesek a valddi vildgban, de tudnunk kell, hogy a newtoni
mechanikdban nincs felsé sebesség-hatar. Lehetséges, hogy ezek az elszallé6 megolddsok csak nagyon
specidlis kezdofeltételek esetén jelentkeznek, tehat annak ellenére, hogy 1éteznek, ,,elhanyagolhaték™.
De j6 okunk van feltételezni, hogy az egymads koriil boklaszé részecskék szdmdinak novekedésével
egyre tobb kezdo6feltétel mellett jelentkeznek a divergencidk. A dolog elég nyugtalanit6, ha a Naprend-
szerre gondolunk.

A kvantummechanikdban, ahol is a Newton-féle mozgésegyenletet a Schrodinger-egyenletre és a
pontszerid részecskét a kvantummechanikai hulldmfiiggvényre cseréljiik, az el6z6 probléma megoldé-
dik. Ennek oka, megint csak nagyon vazlatosan, a Heisenberg-féle hatdrozatlansdgi reldcio, mely a
kvantummechanikai részecskét megakaddlyozza abban, hogy tdl hosszi id6re tdl kozel menjen egy
masik részecskéhez és igy ,,begyorsuljon”. De ennek preciz bizonyitdsa a kvantummechanika mate-
matikai apparatusat haszndlva meglehet6sen nehéz €s csak 3 térdimenzidban mikodik.

Tekintsiik a klasszikus elektrodinamikdt, amikor is pontszeri toltott testekre alkalmazzuk. A
Faraday—Maxwell-féle elektrodinamika mind fizikai mélységét, mind matematikai elegancidjat tekint-
ve az emberi gondolkodds egyik legszebb alkotdsa, de amikor Osszeeresztjiik a szintén jol teljesitd
newtoni mechanikdval, a két elmélet egészen gyorsan romba donti egymadst. Taldn nem tilzds azt mon-
dani, hogy ez a témakor—az elektromdgneses térben mozgd ponttoltés problematikdja—az elméleti
fizika legtragikusabb fejezete. Egy e elektromos toltésti, m tomegl és v sebességl ,.elektromosan
toltott pontszerl részecskére” a kiilsé E elektromos és B magneses terek a Lorentz-erével hatnak és
a részecske mozgasat megado Newton-féle mozgas-egyenlet ekkor az

d?r

m@:e(E—{—va) 2)

alakot olti. De minden elektromosan toltott testnek belsd, vagyis sajdtmaga altal is keltett elek-
tromdgneses tere is van. Hogyan hat ez a tér a részecskére sajat magdra? A problémdak ugyanigy
kezd&dnek, mint a klasszikus mechanikdban. A legegyszer(ibb elektromdgneses kodlcsonhatds soran,
mely egymashoz képest nyugvo ponttoltések kozott 1ép fel, a részecskék kozott hatd vonzo vagy taszitd
erd megint csak ardnyos a részecskék térbeli tdvolsdga négyzetének az inverzével. Ezért legegyszer(ibb
esetben, egy origdban nyugvé ponttoltés esetében ez a belsd tér egy sztatikus elektromos mez6 mely a
tér r pontjaban €s ¢ id6pillanatban
E(r,t)= =25

4rey |r|’

B(r,r)= 0

alaku (& a vakuum permittivitasi dllanddja), tehét az elektromos tér a toltés felé haladva r tadvolsagban
tényleg |E(r)| ~ 1/r* szerint ndvekszik és pontosan abban az r = 0 pontban, ahol a részecske éppen
tartézkodik, végtelen naggyd valik. Ezért E-t nem tudjuk behelyettesiteni a (2) egyenletbe, nem tudjuk
azt elkezdeni megoldani. Ezzel 6sszefiiggésben a nyugvo részecske E teljes elektromos energidja:

2 T
_8() 2 - e 1 2 .
R3 0

4Bzt a parittya-elvnek nevezett mechanizmust alkalmazzak a NASA {irszonddi a Naprendszer bolygéihoz valé eljutéskor.
Természetesen eddig egyszer sem fordult el6 a gyakorlatban, hogy véges id6 alatt barmi is ,.kirepiilt volna a végtelenbe”.
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is divergens de gy, hogy a ponttsltés koriili tetsz6legesen kicsi R sugard B3 » golyoban ill. azon kiviil

R +o0

) 2 2
2] 1 =) / 2 e 1 1 e
E(r —dr = +oo dr=— [ —dr== oo
/| ~8ne ) P r r : 247:80R<+
0

R3 \B3

tehdt mint a klasszikus mechanikdban, végteleniil nagy energia koncentralddik a ponttoltés koriil amit
sajdat maga okoz. Els6 probalkozasként megprébélhatjuk igy orvosolni mindkét problémaét, hogyha azt
mondjuk, az elektron nem egy idealizalt pont, hanem egy véges R sugard S,% C R3 g6mb (R a klasszikus
elektronsugdr) felszinén egyenletes toltés-eloszlassal. Ekkor a sajat mezeje értelmes abban a pontban,
ahol éppen tartézkodik és energidja az R> \3132 rész jaruléka:

_ 1 &2
2 4meR

lesz, szintén véges. Ez a naiv elképzelés az elektronrdl a specidlis relativitas-elmélettel egybevetve
azonban ellentmonddsra vezet. Mert azon tdl, hogy mar az ,,R-sugard gomb” tisztdn geometriai fo-
galma sem egyeztethetd Ossze az elmélet alapelveivel (ui. a Lorentz-transzformdciokkal szemben nem
invarians) €s az elektron semmiféle kisérletben sem jelenik meg tényleges golyoként, még a legnagyobb
energidju litkozésekben is pontszerlinek tlinik—ha az elektron mint gomb kisérletekben megfigyelt m
nyugalmi tomege tisztdn sajit elektromagneses energidjabol szarmazik akkor, mint Hendrik Lorentz
holland fizikus megmutatta,

2 e’

3 4mgRc?

(itt ¢ a fénysebesség) kell fenndlljon és igy az elektron nyugalmi energidjara E = 4mc < mc? adédik.
Lényegében azért, mert mint Henri Poincaré francia matematikus-fizikus észrevette, ebben az esetben
az elektron (mely tehat most egy R sugari gomb, de felszine viszont tovadbbra is pontokbdl all) egyes
elektromosan toltott részeire mas ugyanolyan elektromosan toltott részei taszitélag hatnak; ennélfogva
kell egy nem-elektromos eredetii er6, mely az elektron-gombot a sajat magét szétrobbantani igyekvd
elektromégneses On-taszitdsa ellenére is végiil is egyben tartja. Ennek az djfajta erd okozta erdtérnek
az energidjat is beszdmolva kell kiadédnia a hires E = mc? formuldnak.'>

Elfogadva tehat egy nem-elektromos erd létezését is, a hozza tartoz6 energidt az elektromagne-
ses energidhoz alkalmasan hozzdadva megprébalhatunk az R — O limeszben valami értelmes véges
elektronmodellt kapni. Masképpen fogalmazva, valamilyen véges 0 < R esetén vegyiik az elektron
mg(R) ,,csupasz”, vagyis az mejektromos (R) < +oo sajdt elektromagneses terének energidjabol szarmazo
tomegének kivondsa utdn marado tomegét és tartsunk R-rel nulldhoz tgy, hogy

Melektromos (R> +my (R) — m amikor R — 0

ahol m az elektron kisérletekben megfigyelt tényleges tomege. Mivel mar tudjuk, hogy ebben a
limeszben Mejekiromos (R) ~ 1/R — oo ezért valahogyan mgy(R) — —oo is kell teljesiiljon és igy a meg-
figyelt, fizikai elektrontémeg m = +oo — 0o matematikailag teljesen értelmetlen alakban adédik.!® Ezt
a rendkiviil gyanus eljarast igy nevezik: renormadlds. Az elektront ekképpen felépitve megprobal-
hatjuk megoldani azt a problémat, hogyan mozog ez az objektum a maga keltette térben. A probléma

SMa tényleg tigy gondoljuk, hogy az elektron teljes m tomegének eredetéért valéban nem csak az elektromagneses,
hanem a Higgs-mezd is felelds.

16Természetesen a ,,csupasz tomeg” fikcié, soha nem megfigyelhets, hiszen az elektron elektromos toltését soha sem
tudjuk ,,lekapcsolni” maganak az elektronnak a megsziintetése nélkiil. Igy azt is feltehetjiik, hogy mg(R) — —o0, ha R — 0.
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sajat farkdba harapo kigyoként tekerg6zik el6ttiink és ezért igen nehéz. A kérdésre adott vilasz az
Abraham—Lorentz—Dirac egyenlet—a (2) egyenlet finomitdsa—megolddsaként adédik, mely a fizika
egyik legrosszabbul sikeriilt egyenlete. Ui. nagyon sok olyan megolddsa van, amelyek egyaltalan
nem emlékeztetnek ismert fizikai jelenségekre. Pl. el6fordulhat, hogy egy magéanyos elektron a sajdt
maga keltette térben a fénysebességet kozelitve egyre gyorsul (ongyorsito vagy elfuto elektron). Tehat
minden erdfeszitésiink ellenére djra el6éllt a klasszikus mechanikdbdl mar megismert szituicid, hogy
egy pontszeri részecske a sajat maga kozelében elhelyezkedd végtelen nagy potencidlis energidt meg-
csapolja és elszdll. Egy mésik megoldas az, amikor két, kiilonb6zd toltést, kezdetben nyugvo részecske
ahelyett, hogy egymdst vonzva véges id0 alatt 0sszeiitkozne (ez a fizikai tapasztalat), kezdeti vonzddas
utdn elkezdik taszitani egymadst és végiil is szétrepiilnek. Ezeket az instabilitdsokat, divergencidkat
mind az okozza, hogy a fizikai elmélet matematikai modelljében az aritmetikai kontinuum aktudlisan
végtelen entitdsokbdl dll. Feladjuk hat a végtelennel vivott kiizdelmiink e frontvonalat; tessziik azért
is, mert dltaldnos megegyez¢€s uralkodik abban, hogy a fenti klasszikus elektron-felfogasbdl eredd para-
doxonok csakis e klasszikus fogalmak (elektromosan tdltott golyd, klasszikus elektromédgneses mezd,
stb.) radikalis elvetésével és a relativitds- és kvantum-elméletek elveinek figyelembevételével, tehit
teljes paradigmavdltdssal oldhatok meg.

Kovetkezzék hat a relativisztikus kvantum-elektrodinamika, melyt6l a fenti bajok orvosldsat
remélték. Ez az elsé nem Eurdpdban és a II. Vildghdbord alatt-utdn sziiletett fundamentlis fizikai
elmélet: Freeman Dyson, Richard Feynman, Julius Schwinger amerikai és Tomonaga Shinichiro,
Yukawa Hideki japéan fizikusok elképeszt6 szellemi alkotdsa. Kezdjiik mindjart azzal, hogy a fen-
tebbi lyukak befoltozdsa nemhogy nem sikeriilt, hanem a problémdk inkdbb eszkaldlodtak és ez az
elmélet mind fizikai (szemantikai), mind matematikai (szintaktikai) szinten ellentmonddsos: a végte-
len egyre ismeretlenebb arcait mutatja felénk. Ugyanakkor a valaha kidolgozott legpontosabb fizikai
elmélet is: egyes szdmszer( joslatai tizenkét tizedesjegy pontossdggal egyeznek meg kisérleti mérési
eredményekkel!

A rendkiviil bonyolult technikai részleteket mell6zve rogton a 1ényegre tériink. Az elmélet olyan
kérdések nagypontossdgi megvalaszoldsdra alkalmas, hogy pl.: mi torténik olyan elemi jelenség,
un. szordsi folyamat sorén, amikor is két elektron egymas kozelében elrepiilve, egymds elektromos
taszitasatdl palyat valtoztatva tovabb repiil? Ha az elektronnak nem volna e elektromos toltése, akkor
ez egy igen egyszerl folyamat lenne, hiszen a két részecske irdnyvaltoztatas nélkiil repiilne el egymads
mellett. Minél nagyobb viszont az e értéke, ez a folyamat anndl hevesebb. Tehat az elmélet leg-
fontosabb paramétere egy mértékegység nélkiili szdm, az un. finomszerkezeti dallando:

&2 1

o= N —
dreghe 137

(ahol az eddigi, mar megismert, fizikai dllandok mellett 7 a Planck-alland6) amelynek négyzetgyoke,

o2 , az elektromos toltés mértékegységtelenitett verzidjanak tekinthet6 és azt jellemzi, hogy ,,ugy
igazabdl” mennyire erds az elektromdagneses kolcsonhatds. Ez a szam valahogy furcsa és senki sem
tudja, hogy miért éppen ekkora,!” de mindenesetre meglehetdsen kicsi értéke éridsi szerencseként
lehet&vé teszi, hogy a fenti kérdésre (tlehét, hogy pl. héany fokos szoggel tériilnek el az elektronok

eredeti palydjuktol?) a valasz egy, az o2 hatvanyai szerint halad6

A0+A%a%+A|a+...+A%a%+... 3)

"W, Pauli, a kvantummechanika egyik atyja, a ziirichi kérhaz 137-es szami kértermében halt meg 1958. december
25-én, 58 évesen. Az egyre pontosabb mérések szerint viszont o~ ! = 137,0359.. ., tehit nem egészszam.
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végtelen szdmsor alakjaban alljon el6. Ez a sor ugy adédik, hogy a valédi (valéjaban végteleniil bonyo-
lult) fizikai sz6rasi jelenséget elemi, hipotetikus folyamatok Osszességére bontjuk. Minden ilyen elemi
folyamat egy-egy Feynman-grdffal szimbolizalhato; pl. a

Feynman-grafot ugy kell olvasni, hogy jon a két valddi elektron (felsd egyenes vonalak), egymast
érzékelve egy virtudlis foton kibocsdjtasdval (hulldmos vonalak) elektromégneses (taszitd) kolcsonha-
tasba lépnek, de kozben ez a virtudlis foton egy pillanatra virtudlis elektron-pozitron pdrrd is szétesik-
majd-osszedll (belsd, egyenes vonalakbol all6 kor), végiil a két valodi elektron tovabb repiil (alsé
egyenes vonalak). Ez a graf 4 csicsot tartalmaz ezért jaruléka (Ot%)4 = o rendii és a (3) sor A
egyiitthat6jaban jelenik meg. Altaldban, egy adott n csticsi Feynman-graf o2 nagysagrendl korrekciot
jelent, vagyis egyre kisebb a jaruléka a folyamathoz. Ennek a rendkiviil gyorsan bonyol6dé sornak
az elsd néhdny tagja a kisérleti eredményekkel nagy pontossdggal megegyezik; viszont a nem-izomorf
Feynman-grafok szdma az n novelésével rohamosan emelkedik ezért nem nyilvanval6, hogy a fentebbi
sorban az A% egyiitthaték n novekedésével hogyan viselkednek.'® Ez kérdésessé teszi, hogy a pertur-
bacids sor konvergdl-e egyéltalan egy ,,valodi” végeredményhez.

De ne szaladjunk eldre. Minden Feynman-graf numerikus jarulékét a fentebbi sorhoz a grafbdl
bizonyos szabdlyok szerint kiolvasand¢ integralok adjak. Pl. a fentebbi Feynman-graf esetén ez

400
1= / f(p)dp
0

alaki, ahol p € R* a legbelsS korben futé virtudlis elektron-pozitron parhoz tartozé négyes-impulzus.
Mivel ez a két kozbiils6 részecske nem detektalhatd, ezért a négyes-impulzusuk (az 6sszes lehetséges
négyes-impulzus megmaradasi tételt kihasznélva is) tetszOleges értéket felvehet, mindezeket vessziik
figyelembe az integraldssal. De sajnos az a baj, hogy egy ilyen integrdl tipikusan végtelen! Tehat a (3)
sorban mar minden n-re az A% egyiitthatok is kiilon-kiilon végtelenek. A probléma abbdl szdrmazik,
hogy végtelenig integrdlunk, mert tetszélegesen nagy belsd impulzusokat is meg kell engedniink. A
nagy impulzus nagy energiat, tehdt kicsi térbeli tavolsagot jelent; tehdt a fentebbi integrél az elektront
annak ,,nagyon kozelében is letapogatja”, vagyis a divergencia pontosan ugyanazért jelenik meg ujra,
mint amiért a klasszikus elektrodinamikdban is megjelent. A végteleneket egy hasonld renormdldsi
eljardssal probaljuk meg eltiintetni, mint a klasszikus esetben. Most az R véges elektronsugar inverzét,
a A ~ 1/R levdgdsi paramétert vezetjik be és csak A-ig integrdlva tekintjikk a véges, de mar A-t6l
fliggé Feynman-graf jarulékokat. Pl. a fentebbi esetben vessziik az

A
1) = [ fp)dp < oo
0

A-fiiggd integrélt. Az elektron végtelen sajatenergidjanak (mar klasszikusan is megjelend) problémadja
most ekképpen jelentkezik. Bizonyos fajta (Un. elektron-sajdtenergia tipusu grdfokhoz tartozo, 1. alabb)

18P]. az elektron g migneses momentuménak &’ rendf kiszdmoldsiahoz mér kb. 13.000 Feynman-graf jarulékat kell
Osszegezni. Ez az 6ridsi szdmolds a mérési eredményekkel egybevetve a g étékét tizenkét tizedesjegy pontossdggal adja
meg.
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integralok 0sszegzésével a kvantum-elektrodinamikdban az elektron kisérletekben is megfigyelhet6 m
tomegét tudjuk kiszdmolni. Tekintsiik most ezen integralok Mejexromos(A) Osszegét a A levagéssal.
Valgjdban ahhoz, hogy ezt a szdmoldst el tudjuk kezdeni, mdr egy mo(A) tomeg-paramétert eleve be
kell tenni az integrdlokba. Ez megint csak az elektron hipotetikus ,,csupasz tomege”. Ezt valasszuk
meg ugy, hogy

Melektromos (A) +mo(A) — m amikor A — +oo

teljesiiljon. Megint csak, mivel A — o0 SOrdn Mejekiromos(A) — +oo ezért ol kell tenniink, hogy
mg(A) — —oo és igy nem igazdn meggy6zGen az elektron mérhets tomege m = +oo0 — oo alakban 4ll el8.
Ez az elektrontomeg renormdldsa a kvantum-elektrodinamikdban. Az elektron e mérhetd elektromos
toltése is hasonlodan szdmolhat6 bizonyos (vertex-korrekcio tipusu grdfokhoz tartozd, 1. alabb) inte-
gralok osszegeként. A levdgott integralok eeekromos(A) 0sszegében bemend adat az eg(A) ,.csupasz
toltés” és megint gy prébalunk meg tigyeskedni, hogy

€elektromos (A) +eo (A) — e amikor A — +oo

teljesiiljon, vagyis e = +oo — oo (az elektromos toltés renormdldsa). Csupédn az 1960-as évek végére
sikeriilt megnyugtatdan tisztdzni, hogy ez az eljards miikodik abban az értelemben, hogy tetszdleges
n < +oo esetén az osszes, n-nél nem nagyobb rendli Feynman-grafbol egyszerre eltiintethetdk a végte-
lenek ugy, hogy minddssze hdrom kiindulési paramétert tartatunk a végtelenbe alkalmas médon, amikor
A — +o0; ezek a csupasz elektrontomeg: mgy(A) — —oo, a csupasz toltés: ep(A) — —oo és van még egy
bizonyos Zy(A) — —oo mennyiség is (az Gn. vdkuum-polarizdcids tipust grdfokbol, 1. alabb).!® De
mi a ,,csupasz elektron”, tehdt az ,.elektromégneses tér nélkiili elektron” ontoldgiai statusza? Tényleg
van ilyen divergens objektum a természetben vagy csak a mi matematikai eljarasunk miikodtetéséhez
van rd sziikség? Ez és hasonlé kérdések sok fizikust toltottek el komoly kétségekkel afeldl, hogy
a renormalds megengedhet$-e (a matematikusok eleve iszonyodva utasitjak el a renormaélést jelen for-
mdjaban). A Nobel-dijas Paul Dirac mar az 1930-as években elfogadhatatlannak tartotta a renormélést,
de az eljérds egyik kitaldl6ja (a szintén Nobel-dijas) Feynman is 1985-ben, hdrom évvel haldla el6tt gy
nyilatkozott, hogy a ,;renorméldsi hokusz-pokusz” matematikailag nem megengedhetd és a kvantum-
elektrodinamika konzisztencidja csak akkor lesz bizonyithatd, ha megszabaditjuk a renormalasi eljara-
soktdl. A kérdés mdig nem tisztazott.

Az igazi gondok azonban csak most kezd6dnek. A renormaélés kivitelezhet&sége tehét azt jelenti,
hogy a Feynman-grafokat csticsaik szdma, vagyis n szerint csoportositva, minden rogzitett n esetén
a levagott (3) perturbacids sor A%(A) egyiitthat6i minden < n esetén végesek lesznek a A — oo
limeszben, amennyiben megfelel6 médon egyiittal mg(A),eq(A),Zo(A) is divergdlnak. De mi van
akkor, ha a Feynman-grafokat masképpen soroljuk f6l? Pl. egy ilyen lehet6ség, hogy nem az n cstcs-
szdm, hanem a benniik levé hurkok 4 szdma szerint (a példankban szereplé Feynman-grafban ugyan
n =4, de h = 1 mert pontosan egy hurkot tartalmaz). Ekkor az deriil ki, hogyha még csak az 6sszes
h < 1 tipusd Feynman-grafok jaruldkat tekintjiik, akkor is 1étezik egy A < oo érték, hogy mar ezen
véges levdgdsi paraméternél is eg(A) = oo, vagyis varhatéan a A — oo limeszben a & < 1 Feynman-
grafok jaruléka divergens. Ez a véges A érték a Lev D. Landau orosz fizikus és munkatérsai altal az
1950-es években folfedezett Landau-pdlus. A Landau-pSlus akkor is megjelenik, ha a h < 2 gréfokra
is Osszegziink. De azt nem tudjuk, hogy mi torténik, ha az 0sszes h = 3 graf jarulékat is figyelembe
vesszilk. Habdr a Landau-p6lus 7 < 1 esetben szamolt értékéhez tartozé 7i/A ~ 1072°* m tivolsag

9 A kvantum-elektrodinamikdban Gsszesen haromféle elsédlegesen divergens Feynman-graf van: az osszes tobbi diver-
gens graf 1étezése ezek kovetkezménye. E harom divergens graf okozza azt, hogy harom paramétert: az elektron m tomegét,
e toltését és egy bizonyos technikai jellegli Z mennyiséget renormalni kell, de mast mar nem.
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rendkiviili kicsisége folytan elvi jelentéségti, a Landau-p6lus megjelenése arra utal, hogy a kvantum-
elektrodinamika nem konzisztens elmélet, mert (3) perturbdcios sorai divergensek. Lényegében azért,
mert a Feynman-grafok szdma olyan 6ridsi mértékben nd, hogy A% jarulékaik novekedése n ~ 137-t61

kezdve legy6zi a o> hatvanyok csokkenését a (3) perturbacios sorban. Mindezen elvi jelent6ség el-
lenére se felejtsiik el, hogy a Landau-pdlus felbukkanasat a kvantum-elektrodinamika matematikai
megfogalmazdsdban végiil is az aritmetikai kontinuum szerkezete, vagyis tetsz6leges feloszthatésdga
teszi lehetové!

Erdemes megemliteni egy Poincarétdl szarmazé remek példat a kvantum-elektrodinamikai (3) per-
turbéacids sor divergencidjanak a szemléltetésére (6 ezt a pédat még az égimechanikai pertubdcio-
szamitds kapcsan hozta fol). A példa egyuttal a fizikusok €s a matematikusok vildgszemlélete k6zotti
egyik kiilonbségre is ravilagit. Az

1000 1000>  1000°
I + o) +1‘2'3+...
sort minden gyakorl6 fizikus divergensnek tekinti, mert az elsé néhdny tagja egyre csak né igy ezen
tagok 0sszege nem ad j6 kozelitd eredményt; viszont ez a sor egy matematikus szerint konvergens,
mert be tudja bizonyitani, hogy a teljes 6sszege véges. Ezzel ellentétben az

1 n 1-2 +1-2-3+
1000 10002 = 10003 =

sort minden fizikus konvergensnek tekintené mert els6 néhany tagja egyre kisebb és 6sszegiik latszolag
egyre pontosabb kozelité eredményt ad; viszont ez a sor egy matematikus szerint divergens, mert be
tudja bizonyitani, hogy a teljes 6sszege nem véges. A kvantum-elektrodinamika egyre bonyol6dé per-
turbécids soraival a ptolemaioszi csillagdszat mddszereire emlékeztet, amikor is a bolygdk égi lat-
sz6lagos palyadit egyre bonyolddo epiciklusokkal, korsorokkal kozelitették. De aztdn jott Kepler és azt
mondta, hogy nem: ezek a palydk valojaban egyszeriien ellipszisek.

A hasonlatok mindig santitanak: Poincaré példaja is itt felhaszndlva egy kicsit félrevezetd, mert azt
az intuicidt sugdrozza, hogy mindossze megszdmlédlhatéan végtelen sok nem-izomorf Feynman-graf
van és a (3) sor kiszdmoldsa valamiféle diszkrét (tehat mindossze N elemein végigfutd) Gsszegzést
igényel. Ezzel éles ellentétben viszont inkdbb ugy tlinik, hogy a Feynman-grafok serege nem-
megszamlalhaté, mert a valds szdmokhoz hasonléan ,barmely kettd kozott mindig van egy har-
madik” de ugy, hogy a grafok halmaza fa-szeriien szertedgazé modon, tehat nem-linearisan vég nélkiil
bovithetd. Valdban, tegyiik fel, hogy elkészitettiik valahogyan a Feynman-grafok izomorfizmus-
osztalyainak {I',},cn listdjat, vagyis felsoroltuk Oket a természetes szdmokkal indexelve. De ha
ebben a feltételezett felsoroldsban tekintiink egy adott I';, grafot és benne az egyik . elektron-
pozitron-vonalat, akkor ez a vonal ,,kdzelebbrél megnézve” valéjaban

> ﬁ'\;’f >

alaku (elektron-sajdtenergia grdf). Hasonl6an, a I'y €2y aa~~~~~ fOton-vonala mindig bdvithetd egy

grafta (vakuum-polarizdcios grdf). Végiil pedig, ha a I';, graf barmelyik csucsat nézziik
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meg nagyitoval, akkor

alakunak (vertex-korrekcios grdf) latszodik. Ennélfogva a Feynman-géfok teljes serege inkdbb valami-
féle fraktalszerd, kontinuumra emlékeztetd vad struktdrdval bir és egyelre teljesen attekinthetetlen.

Az elektrodinamika modern altalanositdsai az Un. Yang—Mills-elméletek, amikben az elektrodi-
namika egyszer( bels6 szimmetria-csoportjit bonyolultabb nem-kommutativ Lie-csoportokra cseréljiik
ki. Nem meglepd, hogy ezekben az elméletekben a fentebbi problémak még silyosabb, még Gsszetet-
tebb forméban jelentkeznek.

Inkabb térjiink at az dltaldnos relativitds-elmélet, vagyis a gravitdcio modern elméletének at-
tekintésére. Az altalanos relativitds-elmélet szinte minden szempontbdl jelentdsen kiilonbozik a
kvantumtér-elméletektdl: Eurdpdban sziiletett még a nagy haborids megrazkddtatasok elott és egyetlen
fizikus, Albert Einstein hatalmas szellemi alkotdsa. A kvantum-elektrodinamikaval szintén ellentét-
ben nem kvantumtér-elmélet és részben emiatt is matematikai szerkezete teljesen vildgos és barki
altal (megfeleld kitartassal) elsajatithat6. Viszont mégis van egy dolog, amiben a két elmélet
kozos: az altaldnos relativitds-elmélet is a valaha kidolgozott legpontosabb elméletek egyike, jos-
latai (pl. a 2016-ban, szdz évvel elméleti folvetésiik utdn kimutatott gravitacids hullimok) legnagyobb
egyezést mutatnak kisérleti eredményekkel. Es van még egy: ez az elmélet sem mentes divergen-
cidk felbukkanasatol—bar ezekhez a hozzaallas egészen mds, az elmélet miivel6i elfogadjdk 6ket mint
fizikai jelentéssel, tehdt ontoldgiai stitusszal bird entitdsokat.

A matematikai részletek (amelyek tehat teljesen kiillonboznek a kvantum-elektrodinamikaétdl) sz-
intén teljes mell6zésével, egyetlen mondatban: az éltaldnos relativitds-elmélet a természetben follel-
hetd gravitdcios jelenségek leirdsdval foglalkozik; az elmélet szerint viligunkat egy négydimenzids
kontinuum, a téridd tolti ki, melynek geometriai gorbiilete felelés a fizikai vilagban megnyilvanulé
gravitacios jelenségekért. Mivel a graviticio az elektromagnességgel dsszevetve rendkiviil gyenge kol-
csonhatds, a relativitds-elmélet kijelentései foldi jelenségekben nem igazan jatszanak szerepet, hanem
inkdbb csillagédszati tapasztalatokkal vethetSk jol egybe. A gravitacios kolcsonhatds egy masik dolog-
ban is 1ényegesen kiilonbozik az elektromagnességtdl: rendelkezik azzal a veszélyes tulajdonsdggal,
hogy mindent csak vonzani képes ami hajlamossa teszi szingularitdsok létrehozdsara. Ha egy tomegét
tekintve a Chandrashekar-hatdron tili: a Napunkéndl tobb mint 8-szor nagyobb tomegi csillag feléli
energiaforrdsait, akkor magja a sajat sulyatdl hirtelen 6sszeroppan, mig kiilsé rétegei egy latvanyos
szuperndva-robbandsban ledobddnak. Tobb ezer Foldtomegnyi energia tdvozik el egyetlen, kb. 10
percnyi neutrind-kitorésben ami annak a kovetkezménye, hogy a megroppand csillag magjaban el-
helyezked6 atomok elektronjai a hatalmas gravitdcidos nyomds hatdsdra egyszertien belepréselédnek
sajat atommagjaikba és az ott 1év6 protonokkal neutronokkd egyesiilnek. Ami igy keletkezik, az
egyetlen hatalmas, néhany kilométer 4tmérdjl atommag: egy neutroncsillag. Olyan siir(i, hogy egyetlen
tedskandlnyi beldle 110 milli6é tonndt nyomna egy mérlegre helyezve. De ha az igy 1étrejott neutron-
csillag tomege még mindig meghaladja a Tolman—Oppenheimer—Volkoff-hatdrt, vagyis a kb. 1,5 —3
Naptomeget (mert az eredeti csillag a 20 Naptomeget is tallépte), akkor a neutroncsillag tovabbra is
instabil és sajat sulya szoritdsdban 1ijbol 6sszeroppan: ui. ekkora tomegnél a gravitiacid vonzereje mar
minden ismert fizikai taszit6 er6t, ami a neutroncsillagot még megtarthatna, meghalad. Valéban, a csil-
lagdszok nem talaltak egyetlen, kb. 3 Naptomegnél nagyobb neutroncsillagot sem az égen. A nagyon
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nagy tomegi csillagok végéllapota nem egy neutroncsillag, hanem valami egészen mas: egy tisztan
geometriai objektum, a fekete lyuk, mert az igy 1étrejott tartomdnybodl a hatalmas gravitaciés vonzds
miatt mar a fény—tehat semmi—sem tud kijonni. Egy hasonlatot megkisérelve: a fekete lyuk ugy
viszonyul a tér és 1d0 dltalunk ismert nyugodt vidékéhez, mint ahogy egy hatalmas, orvényld vizesés
a foly6 azt megel6z6 és lassan felé hompolygd szakaszahoz.?’ A fekete lyuk tartomdny hatira az
eseményhorizont, ami hasonl6 a sik terepen lathat6 perspektivikus horizonthoz: a térid6 eseményhori-
zonton tuli részét, a fekete lyuk belsejét annak t6liink valé ,,elgorbiilése” folytdn nem lathatjuk. Pl. a
fekete lyuk tiliink id6beli elgorbiilése ekképpen jelentkezik: ha kiviilrdl figyeljiik egy targy behulldsat
a fekete lyukba, akkor ugy fog tlinni, hogy a targy folyamatosan kozeledik a tSliink véges tavolsag-
ban 1évd eseményhorizont felé, de soha sem éri azt el—annak ellenére, hogy a bezuhané megfigyel6
azt fogja tapasztalni, hogy sajat 6rdja szerint igen rovid id6 alatt atlépi az eseményhorizontot és mar
visszafordithatatlanul a fekete lyuk belsejében folytatja tovabb vészterhes utazasat.

Ha az altaldnos relativitds-elmélet helyes, akkor egy fekete lyuk belseje térido-szingularitdst tar-
talmaz: olyan régidt, ahol a térido gorbiilete mar végtelen nagy. Matematikai szempontbdl pontosan
ugy, ahogy a newtoni elméletben egy tomegpont felé kozeledve a graviticios tér végtelen naggya valik.
Sok fizikus gondolja azonban, hogy az dltalanos relativitas-elmélet altal nem figyelembe vett kvantum-
jelenségek a fekete lyuk belsejében foler6sodnek és megakadalyozzak egy teljesen végtelen gorbiiletti
tartomdny létrejottét. Ha igy van, akkor térid6-szingularitds, vagyis az altaldnos relativds-elméletben
megjelend divergencia is pusztidn elméleti artifaktum, nem pedig a fizikai valosag része. Viszont az ed-
digi elméletekkel ellentétben az éltaldnos relativitds-elmélet a végteleneket nem matematikai konstruk-
cidkon alapulé idealizalt, hanem olyan tényleges csillagdszati objektumokkal kapcsolja 6ssze, melyek
aktudlisan megfigyelhet6k, vagy legaldbbis hamarosan megfigyelhetdk lesznek; ennélfogva az itteni
végtelenek ontoldgiai megitélése Gvatossagot igényel.

Az elfogadas mellett sz6lnak bizonyos, az altaldnos relativitids-elmélet mélyszerkezetével kap-
csolatos matematikai eredmények is, melyeket Roger Penrose €s tanitvanya, Stephen Hawking brit
fizikusok értek el az 1960-70-es években. Barmely fizikai objektum a fekete lyuk szingularitdsa felé
kozeledve egyre jobban eltorzul, alakjat veszti a fellépd roppant gravitacids drapaly-er6k miatt. De nem
ez az egyetlen szornyliség, ami vele torténik: egy ilyen szingularitds felé zuhanva a sajit 6rdja szerint
véges 1d6 alatt , kirepiil a végtelenbe”, , kimegy a térbdl és az id6bd1”. Emiatt is a relativitds-elméletben
akkor mondjdk, hogy egy térid6 szingularitast tartalmaz, ha vannak benne olyan pdlydk, amik mentén
mozogva egy anyagi test sajat 6rdja szerint véges id6 alatt kirepiilhet a végtelenbe (és nem akkor, ha a
térid6 végtelen gorbiiletl tartomdnyt tartalmaz, mint a fekete lyuk esetében). A térid6-szingularitast igy
altalanosabban értve a Penrose—Hawking szingularitdsi tételek azt mondjak ki, hogy kiilonféle—fizikai
szempontbdl plauzibilis—igen 4dltaldnos feltevések mellett a téridében mindig megjelennek szingular-
itdsok, tehat ha az einsteini elmélet helyes (és jelen pillanatban nincs okunk ebben kételkedni), akkor
a térid6-szingularitasok a fizikai valosag elkeriilhetetlen részei. A legfontosabb szingularitds maga az
osrobbands, beléathato vildgegyetemiink mintegy 13 millidrd évvel ezel6tti heves és szingularis kezdete,
aminek eredményeképpen a beldthat6 tér most is tdgul, amire a tavoli galaxisok fényének megfigyelt
szisztematikus voros-eltoldddsa utal (E. Hubble, 1929). Kisebb 1éptéki szingularitdsok a kimeriilé
nagy csillagok 6sszeomldsaval, vagy a galaxisok kozéppontjdban az anyag Osszezsifolodasdval 1étre-
jovo fekete lyukak (ez utdbbiak akdr igen oridsiak is lehetnek). Mivel az 6srobbands minden megfi-
gyeld multjadban van, a hozza tartozd, mindent és mindenkit elindité Nagy Szingularitds nem lathaté
(de képezheti teoldgiai spekuldcidk targyat); hasonldan, a fekete lyukak bels6 szingularitdsai is a min-
dent elfiiggdny6z6 eseményhorizontjaikon tul rejtéznek. Ezért a végtelennel val6 kozvetlen szembe-
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20Tovabbi jelzok: a fekete lyuk mint ,kapujat szélesre kitar6”, ill. ,.sok vendéget fogadd” (polydektész), melyek az
Alvildg uralkodéjinak, Hddésznek melléknevei a gérog mitoldgidban.
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taldlkozastol 6va intd arisztotelészi tiltast megfogalmazhatjuk, mint fizikai elvet:

Kozmikus cenzor hipotézisek. A fizikai vildg térideje olyan, hogy az egyetlen dsrobbands-tipusii
szingularitdson kiviil csak eseményhorizontok mogé rejtett, tehdt fekete lyuk-tipusi, szingularitdasokat
tartalmaz.

Erdekes, hogy az dltalanos relativitds-elméletnek vannak olyan fizikailag relevans és stabil térid6-meg-
oldésai, amelyek a kozmikus cenzor hipotézis tin. erds valtozatat megsértik €s hogy ilyen megolddsok
pontosan négy téridé dimenzidban 1éteznek (Etesi).

A fizikatorténet jelenlegi szakaszaban a fizikai vilag két sz€lét: a nagyon kicsi és a nagyon nagy dol-
gokat két, egymasnak homlokegyenest ellentmondé de kiilon-kiilon jol miikodé elmélet irja le. E16bbit
a kvantummezd&-elmélet, utébbit az dltalanos relativitas-elmélet. Ez egy igen ellentmonddsos és fesziilt
helyzet, ami tisztazast kivan. A fizikusok kisérleti tapasztalatok hijan Ggy gondoljdk, hogy a tér és
id6 nagyon kis tartoményai, az {p = \/hC:? ~ 1073 m Planck-tdvolsdg és a tp = \/h;g; ~ 107 sec
Planck-id6 (ahol a mar emlitett dllandékon til G a Newton-féle graviticids dllandd) felé kozeledve
mind a mai kvantummezd&-elméletek, mind az 4ltalanos relativitds-elmélet érvényiiket vesztik és 4tad-
jék helyiiket egy egységes elméletnek, mely mind a kvantum- mind a gravitaciés jelenségeket leirja.
Ez a maig egyeldre teljességgel hipotetikus kvantumgravitdacio-elmélet. A kvantumgravitacié elmélete
olyan sz€ls6séges fizikai szitudcidkba engedne bepillantdst, hogy pl. hogyan néznek ki egy elparolgd
fekete lyuk utolsé masodpercei, vagy mi tortént az Gsrobbands utdni elsé 10~* masodperc sordn. Nem
meglepd tehat, hogy ennek az elméletnek mind a fogalmi (szemantikai), mind a matematikai (szintak-
tikai) szerkezete egyelore teljesen ismeretlen, de abban szinte mégis mindenki egyetért, hogy a térid6t
nem az aritmetikai kontinuummal kell benne leirni. S6t, a kvantumgravitacié bizonyos naiv megfogal-
mazasai arra utalnak, hogy majd Q-tipust nem-kiszdmithaté szdmok folbukkandsdval is szamolni kell
(Geroch—Hartle).

4. AZ ARITMETIKAI KONTINUUM SZERKEZETENEK PSZICHOLOGIAI VONATKOZASAI

Richard Dedekind tehét elhatdrozta, hogy egyszer s mindenkorra megadja ,,a folytonossig 1énye-
gének valddi definicidjat”. Neki koszonhetjiik az aritmetikai kontinuum, a valés szamok halmazanak
modern, preciz fogalmat. A valds szdmok halmaza természetesen a valds szdmok 6sszességébdl 4ll
és ezek nem mdasok, mint a raciondlis szdmok aktudlisan végtelen részhalmazai. Ha ezt elfogadjuk és
az aritmetikai kontinuumot a fizikai kontinuum modelljének tekintjiik, akkor a fizikai tér is pontokbol
all és ezek ,,allnak 6ssze” kontinuummad. Ez az elképzelés viszont a mai fizikdban problémdkat vet
fel azért, mert e pontokbol mint aktudlisan végtelen halmazokbdl a végtelenek elShivhatok. Tehat
meg kell vizsgédlnunk, hogy az ,.elkiiloniilt pontokbdl all6 folytonossdg” fizikai szempontbdl igen-
csak problematikus elképzelése mennyiben objektiv—vagyis a fizikai vilag egy lényeges tulajdonsagat
megragad6—~és mennyire szubjektiv—vagyis bizonyos pszichés tartalmak, mechanizmusok tudattalan
késztetésének, kivetiilésének tekinthet6—eredetli fogalom.

Descartes irja le el6szor modern fogalmakkal az idegrendszer €s az agy mikodését. Minden, a
kiilvilagbdl, ill. a szervezetbdl érkezd inger idegpédlydkon keresztiil el6szor az agyba jut. Itt torténik
meg a beérkezett informdcio sziirése, feldolgozasa, szerkesztése; de ami igy keletkezik még nem alkotja
magat a tudatot, hanem mindez Osszegylilve a tobozmirigyen (glandula pinealis, corpus pineale)
keresztiil kilép egy nem-materidlis, szellemi természetli vildgba, ahol is a ,,szellem a gépben”: az
én vérakozik és eldtte mint tand el6tt az egész ,,0sszedll”. A beérkezett informdcidk alapjan az én
tudatos dontéseket hoz és ezek forditott itvonalon—a tobozmirigyen és az idegpalydkon keresztiil—
cselekedeteinkké lesznek. E jolismert elképzelés a cartesidnus szinhdz. Attdl fiiggetleniil, hogy az
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ontudat szellemi természetét elfogadja vagy sem, ma mar senki sem gondolja komolyan a tobozmirigy
ilyenféle kozponti 4tjardi szerepét. Sok pszicholdgiai tapasztalat, filozéfiai elméleti gondolatmenet
mutatja ki egységesen, hogy a fizikai térben €s idoben nincs egy lokalizalt pont, egy pillanat, vagyis
egy esemény amiben a ,,dolgok 0sszedllnak™; hanem az dntudatért és annak fonntartasdért—Ilegaldbbis
mint fizioldgiai jelenségért—valahogyan a teljes agyszerkezet felelés. De hogy hogyan, az ma még
egyéltalan nem vildgos.?! Mindenesetre a valahogyan nyilvanvaléan meglévé egyetlen megfigyeld
kozponti szerepe magyardzatot ad arra, hogy tudatossdgunkat miért kiséri az osztatlan egységesség
érzése. William James hangsilyozza el6szor tudatossdgunk mdsik legfontosabb jellemzgjét, annak
folytonos természetét: tudatosult kiils6-belsd érzékszervi tapasztalataink, valamint belsé mentalis
tevékenységiink tudatosult eredményei, gondolataink-érzéseink, egyenként és egymds utdn megsza-
kitas nélkiili folytonos eseménysorként peregnek a szubjektiv én mint tanu el6tt. Ez a rudat folyama
(stream of consciousness). A ,kinti” fizikai vildgban a folytonossdg alapjat adé aktudlisan végtelen
entitdsokkal szemben elbizonytalanit6 tapasztalatokat szereztiink; lehetséges, hogy a tudat folyama az
egyetlen forrdsa a természetben mégiscsak latni vélt €s azutdn matematikailag formalizalt folytonossag-
nak és az ennek alapjit adé meghatarozo érzésiinknek, a végtrelennek? Ha a tudat folyama mint objek-
tiv eseménysor valoban létezik, akkor a folytonossag, ill. ami sokkal fontosabb: a végtelen, bar kissé
megszoritottabb de még ontoldgiai stitusszal bir.

Egyre tobb pszicho-fizioldgiai megfigyelés, kisérleti tapasztalat mutatja ki azonban megkérddjelez-
hetetleniil, hogy tudatunk a fizikai idoben nem folytonos. Vegyiik ezeket kozelebbrdl szemii-
gyre. A tudat folyama tehat két dologbodl: kiilsd (beleértve most a sajét testiinket is) érzékletek
tudatosuldsabdl, ill. belsé mentélis tevékenységiink tudatosult produktumaibdl tevédik Ossze. Te-
kintsiik el6szor az érzékelést. Szamtalan, minden érzékszerviink esetében kimutathatd érzékszervi
csaléddsok elemzése vezetett arra, hogy érzékelésiink a fizikai idében nem folytonos.?? A XX. sz.
egyik legmeghatarozobb—~és legmegosztobb—neurolégusa volt az amerikai Benjamin Libet, aki az
1960-70-es években uttord pszicho-fizioldgiai kisérletek seregét hajtotta végre. E kisérletek leg-
meglep6bb tanulsdga az, hogy a kiilvildg eseményei 4dltal kivaltott, agyunkban nagy sebességgel za-
jlé vélasz-folyamatoknak csak kis hdnyada valik tudatossd és ezek tudatosuldsi folyamata is megle-
hetdsen lassu: dltaldban 500 msec id6t vesz igénybe. Tudatossdgunk meglehetdsen nehézkesen ,.kap-
csol be”. Ennek eredményeképpen ugyan mindig az érzékelt jelenben, de mér kb. fél masodperccel
a fizikai maltban éliink. Annak a magyarazata, hogy ennek az igen jelentss €s dllandé késésnek nem
vagyunk tudatdban Libet szerint az, hogy agyunk az eseményeket tudatossd valdsuk idejéhez képest
kb. 0,5 masodperccel mindig ,,visszadatumozza” a multba (ehhez az agy az érzéklet altal a beérkezése
pillanatdban kivaltott Gn. elsddleges jelet, evoked potential, EP, haszndlja referenciaként). E félmd-
sodperces paradigma segitségével sok érzékelési paradoxon feloldhat6. Most emlitsiikk meg az egyik
legérdekesebbet, a color phi jelenséget: ha egy rovid idére vords, majd roviddel utdna tdle kis térbeli
tdvolsdgban rovid iddre egy zold fényforrast villantunk fol, akkor ezt gy érzékeljiik, hogy a fényfor-
rés folyamatos mozgés kozben folyamatos szinvaltoztatassal elmozdult a (voros) kezddpontbdl a (zold)
végpontba. Ha latasunk az érzékletek folyamatos tudatositdsa lenne, akkor meg kellene magyaraznunk,
hogy agyunk miért kezdi el 4talakitani a pont szinét vorosrdl zoldre és miért kezdi el a vorostdl a zold
fényforras felé mozgatni a pontot mdr azelétt, hogy a zold fény kigyulladt volna? Ez és ndhdny mds
paradoxon felolddsat teszi lehetové egy friss elképzelés, az un. kétlépcsés modell (Herzog—Kammer—
Scharnowski), amely szerint az érzékletek (1) el6szor kvazi-folytonos, tudattalan feldolgozasat (2) kb.

2IL. pl. D. Dennett meggy6z6 ervel még nem igazan rendelkezd elképzelését, a multiple drafts modellt, ami szerint
az agy kiilonbozd teriiletein, egymastdl teljesen fiiggetleniil tevékenykedd kiilonféle dgensek egyiittes miikodése valtja ki a
tudatossagot.

22Igaz4bél annak folvetése, hogy érzékelésiink nem folytonos, nem tj: mar az indiai abbidharma buddhista iskola 2300
éves elképzelései szerint is az érzékelés diszkrét tudatos momentumok Osszességébdl all.
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400-500 msec idokozonként egy Osszegzett, szerkesztett tudatosult kép megsziiletése koveti, megfeleld
visszaddtumozdssal.

Térjliink r4 belsd mentalis tevékenységiink folyamatossdganak problémdjara. Itt természetesen
sokkal nehezebb tudomanyos szempontbdl elfogadhaté kisérleteket elvégezni a szubjektiv tényezd
nagyobb jelenléte miatt. Emiatt is ilyen kisérletek, ha vannak, nem perdont6 erejiek. Semmiképpen
sem szeretnénk ebben a nehéz vitdban elmélyedni, ezért itt most csak Libet taldn legnagyobb vissz-
hangot kivalté 1977-es kisérletét fogjuk megemliteni, miben az egyszeri mozdulatokért felelds belsd
intencionalitds kialakuldsat vizsgdlta. A kisérleti elrendezés rendkiviil egyszerli. A kisérleti alany
fejére, egészen pontosan a szenzori-motorikus kéreg megfeleld pontja f6lé, egy EEG (elektroenke-
falograf), a teriilet dltal mozgatott (pl. jobb) mutaté-ujjra pedig egy EMG (elektromiograf) érzékel6t
helyeztek el. Az EEG elektroddval az agyban az ujj-behajlitishoz sziikséges készenléti potencial
(readiness potential, RP), mig az EMG-vel az ujj behajlitasat elvégzd tényleges izom-potencidl pontos
kialakuldsat tudtdk nyomon kovetni. A fentebbi miszerekkel 6sszekotve és a kisérleti résztvevd szeme
el6tt szamlapon egy 6ramutatd haladt korbe, mely mind a miiszerek, mind a kisérleti alany szamara egy
egységes, szinkronizalt fizikai referencia-idot szolgdltatott. Libet azt kérte pacienseitdl, hogy az éramu-
tatot figyelve egy dltaluk teljesen szabadon vdlasztott, nem eldre elhatdrozott pillanatban hajlitsédk be
mutaté-ujjukat és a dontés szubjektive érzett ,.elsé felbukkandsanak pillanatdhoz” tartozé éramutatd-
helyzetet ut6lag (tehat a behajlitas utan joval) kozoljék. Az EEG-jelekkel egybevetve az EMG-jelek ter-
mészetesen késdbb alakultak ki, viszont az is kideriilt, hogy a szubjektiv tuddsitdsban szerepld idSpil-
lanat is atlagosan kb. 500 msec-mal késdbbi, mint az EEG-jel kialakuldsdnak kezdete! Felvetddik hat a
kérdés: végiil is, ,.ki” vagy ,,mi” kezdeményezte az ujj behajlitdsat? E nehéz kérdés nem képezi mostani
vizsgdldddsunk targyat, ezért inkabb azzal zarjuk a kisérlet vazlatos ismertetését, hogy tehat a ,,szabad
akarati” dontés kezdete egyaltalan nem tudatos és ennélfogva ennek a megel6z6 idSintervallumnak a
kisérleti alany nem is volt tudatdban. Mindezt megpréobdlhatjuk annak bizonyitékaként tekinteni, hogy
belsd mentalis tevékenységiink is—Ilegaldbbis részben—nem folyamatosan tudatosithat6. De az is tel-
jesen vildgos, hogy egy megtdmadhatatlan konklidziétol még igen tdvol allunk.

De mi mindebbdl mégis azt a kdvetkeztetést vonjuk most le, hogy a tudat folyama sokkal inkdbb
egy belsd szubjektiv érzés semmint egy fizikai id6ben folyamatosan zajld, folyamatosan tudatosuld
eseménysor szemtand-szerd kovetése. Ha ez igy van, akkor honnan szdrmazik a folytonossig erds
érzése? Hat onnan, hogy itt most megfigyeld és megfigyelt ugyanaz. Nem tudjuk szubjektiven megal-
lapitani azt, amikor tudatunk ,,bekapcsol” vagy ,kikapcsol”, mert ehhez ezen legelsd ill. legutolséd
tudatos pillanatok el6tt ill. utdn is mar ill. még tudatosnak kellene lenniink, ami logikai ellentmondas.
De mintha itt még lenne egy kibivé. Modern pszicho-fiziol6giai, neuroldgiai kutatdsok kimutatték,
hogy agyunk eseményekkel kapcsolatos igen absztrakt informacidkat (esemény ideje, helye, szine, stb.)
az eseményre vonatkoz6 bonyolult elektromos mintdzatok alakjdban térol el kés6bbi feldolgozédshoz-
szerkesztéshez. Pl. egy esemény relativ idSpontjit a beérkezd idegi impulzus kivéltotta éles, Dirac-
delta-szer( EP elsédleges jel alakjanak ,,elolvaddsa™ adja, stb. Tehat akkor elvben elképzelhetd lenne,
hogy agyunk egy tudatos eseménysor utolsé eseményét is megjelolné egy ,,utolsé pillanat vagyok™
elektromos cimkével, lehet6vé téve ennek tudatositdsat (egy késébbi idSpontban). De a tény, hogy ez
nem igy van arra utal, hogy a ,,tudatosnak lenni” egy bizonydra sokkal 0sszetettebb tulajdonsag lehet
mint az idébeliség, szin, hangmagassag stb.; ez nem is lenne meglepd, hiszen mar fentebb is emlitettiik,
hogy a tudati aktusok térben-id6ben nem lokalizalhatok, tehdt nem tekinthetdk fizikai eseményeknek a
szokvéanyos értelemben.

Osszefoglalva: tudatossdgunkat annak ellenére folyamatosnak éljiik meg, hogy a fizikai idében
nem folytonos szakaszokbdl all. Az eddigiek—tehdt elméleti fizikai, pszichologiai dttekintéseink—
fényében a két fogalom: a végtelen (halmaz) és az arra épiild folytonossdag ontologiai helyzete bi-
zonytalannd vdlik, mert itt most csak sajat magunk dltal megtapasztalt értelmi tevékenységiink egyik
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jellegzetességének—ti. szdamunkra nem-elkezdddd és nem-befejezddd jellegének—kiilvildgra torténd
tudattalan projekcidiként jelennek meg.”> E projekcié megnyilvanuldsa lehet egyrészt a szdmlélds
tetszoleges folytathatosdganak empirikusan ald nem tdmasztott, de erGs szubjektiv érzése, mely elvezet
a természetes szamok megszdmlalhatéan végtelen halmazdnak elképzeléséhez, masrészt a tretszbleges
térbeli feloszthatosdg, vagyis a folytonossdg érzése, mely elvezet a természetes szamokbol fentebb
ismertetett médon az aritmetikai kontinuum fogalméhoz.

5. EGY VALOSAG-MODELL VAZLATA

Pontosan mikor és hogyan és miért bukkan fol a természetes szamok strukturdjdban a végtelen?
Hogyan kapcsolddik a végtelen eszméje és a természetes szdm eszméje egymashoz? Meg lehet-e kon-
strudlni a ,,természetes szdmokat” nélkiile? E kérdések (ha lehetséges ez egyéltaldn) egy még mélyebb
problémahoz vezetnek el, mely modern valésag-élményiink és a klasszikus filozéfia metafizikai uni-
verzuma kozti éles ellentétbdl fakad.

Vilaszt keresve els6ként elevenitsiik fol a természetes szdmok szokdsos konstrukcidjat, melyet a
fentebbi matematikai részben atugrottunk. Ha X egy tetszdleges (akdr nagyon sok x € X elembdl 4ll6)
halmaz, akkor jelolje {X } azt az egyelemii halmazt, melynek egyetlen eleme az X halmaz. Egy érdekes
onmagéra referal operdciot vezetiink be: X jelolje az X an. rdkivetkezdjét vagyis azt a halmazt, mely
all magéabol X-bdl hozzdvéve még az {X } egyelemd halmazt; jelolésben X ™ := X U{X}. Ez tehét egy
olyan halmaz, melynek X-hez képest pontosan eggyel tobb eleme van. Semmi okunk kételkedni abban,
hogy amennyiben X 1étez6 halmaz, akkor X is az de azért tudnunk kell, hogy ez az X halmazhoz
képest egy szinttel absztraktabb, kevésbé kézenfekvd, szarmaztatott halmaz. Ezt észben tartva el tudjuk
kezdeni a természetes szamok eldéllitasat. Jelolje @ az iireshalmazt és a nulla eredeti elgondoldsanak
megfelelen 0 := (0. Ezutdn 1 := 0", majd 2 := 1T, s.i.t. Tehdt minden természetes szdm

(0 = 0
1 := 0F
2 = 1t

\

egy-egy halmaz, melyekre a 0 C 1 C 2 C ... tartalmazas is teljesiil. Viszont ebben a formdban, tehét
pusztan az lireshalmazbdl kiindulva és a rakdvetkezési operaciot alkalmazva csak tetszélegesen sok, de
véges 0,1,2,...,n szamot tudunk elddllitani, nem tudunk végtelen sokat. Egy M halmazt monotonnak
neveziink, ha @ € M és minden m € M elemére az m" rakovetkezje is M-beli, vagyis m™ € M. A
rakovetkezési eljarasndl tett megjegyzésre hivatkozva észrevessziik, hogy egy monoton halmaz (sajat
részhalmazaihoz képest is) rendkiviil bonyolult szerkezeti; monoton halmazokat semmiféle eljarassal
elddllitani egyszeri halmazokbdl kiindulva nem tudunk és szintén semmiféle tapasztalat ezek 1étének
elfogadasdra nem kényszerit. Ennélfogva legaldbb egy ilyen halmaz 1étezését a matematika talan leg-

fontosabb (és a fentebbi projekciés mechanizmussal megtdmogatott) axiomdjival koveteljiik meg:
Végtelenségi axioma. Létezik monoton halmaz.

Megmutathat6 a végtelenségi axioma felhasznalasaval, hogy létezik pontosan egy legsziikebb monoton
halmaz (mely tehat benne van minden mds monoton halmazban); ezt a legszlikebb monoton halmazt

z. 2z

23Pszichés tartalmak kiilvilagra torténd tudattalan projekcidi az extravertdlt emberek jellemzdije; a barokk kor Eurépéaban
egy elég extravertalt szellemi-miivészeti-politikai-gazdasagi stb. korszak volt.
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NU{0}-val jeloljik. Lévén NU {0} egyértelm, elemei a fentebb elddllitott 0,1,2,...,n szdmok és
1évén monoton, minden n € NU {0} esetén nt € NU{0} is teljesiil; tehat NU {0} ill. a 0 elhagydsdval
kapott N halmaz immar valéban végtelen sok elemet tartalmaz. Bevezetiink egy rendezést: ha m,n €
NU{0} akkor legyen m < n akkor és csak akkor, ha mint halmazok m € n (ekkor minden n-re 0 < n mert
0 € n); és egy Osszeaddst induktiven: m+ 0 := m és ha mar m + n megvan akkor m+n" := (m+n)™*
(ezzel az Osszeaddssal a rdkovetkezs egyszerlien n™ = n+ 1 vagyis a kdvetkezd természetes szdm);
valamint egy szorzdst szintén induktiven: m -0 := 0 és ha mar m - n megvan akkor m-n* :=m-n+m
teljesiiljon. Az igy felszerelt NU {0} halmazt a 0-val kiegészitett természetes szdamok halmazdnak
nevezziik, N-et pedig a természetes szdmok halmazdnak.

A természetes szamok e teljesen elfogadott konstrukcidjanak 6 jellemzdje az éltala eldallitott ob-
jektumok fokozatos eltdvoloddsa empirikusan verifikdlhatd, tehat egészen biztosan 1étezd entitasoktol.
Valéban, a 0 = 0 egyszer( halmazhoz képest pl. a

7T=6U{6} =5U{5tu{5U{5}} =4u{d4lu{du{d}tu{du{dtu{du{d}}}=...

egészen bonyolult szerkezetli halmaz. Viszont a 7 € N természetes szdm legaldbbis részben-rep-
rezentdlhat6 fizikailag mondjuk 7 darab alma egymas mellé helyezésével és ezek szemlélésével is. A
,részben-reprezentalhatosag” itt azt jelenti, hogy a 7 darab alma nyilvan nem maga a tiszta 7, hanem an-
nak csak néhdny jellemzdjét hordozza (pl. méar ez a reprezentacio is lehetové teszi annak felismerését,
hogy a 7 primszam, de pl. azt nem, hogy a szabdlyos 7-szog korzdvel, vonalzéval nem szerkeszt-
hetd); viszont sok mads, a ,,7-ség” szempontjabol folosleges tulajdonsdggal is bir (pl., hogy e kupac
minden tagja piros, j6 illatd, gombolyd, stb.). Tehat maga a ,,7-ség” a 7 almabdl all6 kupacndl vala-
hogy egyszerre tobb €s kevesebb is. Hasonl6 a helyzet az elsé néhdny kisebb természetes szdm, még
az anyagmennyiséget jellemzd Avogadro-féle 6 x 103 szamot is ide értve, fizikai reprezentalhatésaga-
val. Viszont milyen értelemben létezik pl. az n = 105%19% természetes szdm? Ez egy olyan szam,
amely tizes szdmrendszerben hatszdzezer-trillié szdmjegybdl 4ll, kiirva papirra megtoltené a Naprend-
szert. Azt szeretnénk tisztdbban latni, hogy mi egy elem ,,gondolati megkovetelése” és ,,létezése” kozti
kiilonbség? A logika egyik fontos elve az dn.

Azonossagi axioma. Ha két entitds minden tulajdonsdga megegyezik, akkor a két entitds azonos (iden-
tikus).

Ezt az axiomat hasznédlhatjuk a fentebbi két megjelenési forma megkiilonboztetésére is: egy ellent-
monddsok nélkiil elgondolhaté, bizonyos kivant tulajdonsdgokkal biré fogalomrdl akkor mondjuk,
hogy létezik egy altala leirt dolog, ha be tudjuk latni, hogy e fogalom rendelkezik legaldbb egy, az
altalunk megkoveteltektol fiiggetlen tulajdonsaggal is. Az azonossdgi axioma alapjan egy ilyen entités
nem lehet azonos csupan annak gondolati megkdvetelésével. E kritérium segitségével a 7 € N 1étezése
verifikalhat6bbnak téinik, mint a 1019% € N sz4mé,

Probalkozzunk meg a természetes szamok egy verifikdlhatobb eldéllitdsaval. A 7-es szdm példdja
alapjan a ,,7-ség” részben-reprezenticdjat €lesithetjiik, ha tovabbi, a 7-et részben-reprezentalé dolgo-
kat sorolunk fel: a 7 eszméje valami olyasmi, ami nem csak a 7 darab almdban van jelen hanem a
Nagygoncol (Nagy Medve, Ursa Major) csillagkép 7 fényes csillagdban €s a 7-es rendszamu nitrogén
atommagjdban is, stb., stb. Tehat valahogyan a 7 az, ami mind e dolgokban kizos. Altaliban az n > 0
természetes szam empirikus konstrukcéja az aldbbi formdlis eljards eredménye:

n:= ﬂ U {egy adott n szamu fizikai dolog sszes tulajdonsdga} 4)
tulajdonsagok n szamu
fizikai dolgok
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(nem allitjuk, hogy ebben a ,,formuldban” szokvdnyos matematikai értelemben halmazok szerepel-
nének; az is nyilvanvad, hogy ez a ,,definicio”” mindenféle praktikus matematikai szempontbdl teljesen
hasznalhatatlan). A rendezést és a miiveleteket ezen ,,empirikus természetes szamok™ halmazan szintén
fizikai operdciokkal adjuk meg értelemszertien. Ez az eljaras nem ad ki automatikusan tetszleges nagy
természetes szamokat (pl. egyaltalan nem nyilvanvald, hogy 106%10% igy elddll-e, de ezt a lehetdséget
kizarni sem tudjuk) de az sem kovetkezik bel6le, hogy létezne egy univerzilis legnagyobb szdm:
mivel a legnagyobb szdmokat a legkisebb fizikai entitdsok, elemi részecskék tulajdonsagai kozt keres-
siik, ez utébbi lehetdséget talan a Heisenberg-féle hatarozatlansagi relaci6é akaddlyozza meg. Hogyan

viszonyul ez a konstrukcié a természetes szdmok szokdsos ,tiszta” el6allitisdhoz? Ugy tiinik, két
lehetdség 4ll elottiink:

(1) ezzel az eljardssal sohasem juthatunk el a ,,vegytiszta természetes szam” fogalmahoz mert mindig
bent marad néhany ,.koszos” tulajdonsag, ami nem jellemz6 magdra a ,tiszta n-ség”-re;

(11) a (4) metszetképzési eljards elvezet ugyan a ,,vegytiszta természetes szamhoz”, de ugy, hogy
egyuttal kikeriiliink a természeti-fizikai vilagbdl, mert a természeti-fizikai vilag ,,nem zart a met-
szetképzésre”, ,,nem teljes”. Tehdt a természetes szamokat végiil is egyfajta fogalmi vilagba
lesziink kénytelenek bedgyazni.

Az (1) lehet6séget az azonossdgi axioma Gjboli megidézésével zarjuk ki. A (ii) lehet6ség vizsgdlata
komolyabb el6késziileteket kivan.

Mi lehet az oka annak, hogy matematikai (ill. altaldnosabban fogalmi) konstrukcidinkat oly kon-
nyen engedjiik ,kifutni” egy empirikus szempontbdl problematikus gondolkodasi tartomdnyba? A
kimeritd vdlasz igénye nélkiil ugy véljiik, hogy a hattérben egy sajitos szellem- ill. kultdrtorténeti tradi-
ci6 is éll. Ez a hagyomadny a privatio boni (a rossz mint a j6 hidnya) elvének alakjdban meghatdrozé
attraktiv er6vel dllandéan jelen volt-van a keresztény Eurdpa vildgképében és Kanton at egészen
Platonig, s6t régebbre, nyulik vissza: létezik egy—a természeti valosdgon tdl és attdl fiiggetleniil
ill. azt megel6z6en és esztétikai, etikai szempontbdl pedig a természeti vildg folott all6—szubtilis
univerzum, az a priori ismeretek, univerzdlék vagy idedk vilaga. E tradici6 megerdsit minket abban,
hogyha gondolkodasunk a foldi, természeti szfératdl tdvolodik, az annak jele (lehet), hogy gondolkodé-
sunk egyre ,,helyesebb” €s ,,igazabb” fogalmakkal operdl és egyre inkdbb az idedk vildgabol meritkezik.
Platon ideatana hatalmas szellem- és kultartorténeti befolydasol erejének engediink, amikor empirikus
megfigyelési alapokbdl kiindulé fogalomalkotdsi ldncolatainkat hagyjuk a biztosan 1étez6 természeti-
fizikai vilagbdl kifutni és a platoni ideavildg felé konvergdlni—ez utdbbi vildgot egy platonista annak
ellenére l1étezének fogadja el, hogy nem tekinti a természeti-fizikai vildg részének. Pontosan miért
is tételezziik fel, hogy ,.tiszta fogalmaink™ csak odavaldsiak lehetnek, nem reprezentdlhatjdk azokat
természeti-fizikai entitdsok? Nem egyfajta hiibrisz ez? Mi van akkor, ha a fogalomalkotdsi ldnc
szokvanyos ive csupdn kulturdlis megéllapodds, platoni orokség? Foljegyzett esetek mutatjdk, hogy
nem csak részben-reprezentdcidikat, hanem magukat a természetes szimokat is néhdnyan latjadk—habar
a ,,szellemi-kulturdlis kozvélekedés” képességeiket valamiféle rendellenességnek tekinti, s6t ezeket az
embereket legtobbszor a tarsadalom kiveti magdbdl, amire az utal, hogy ilyen eseteket sokszor orvosi
lefrdsokban taldlunk.

A kulturtorténet elfogadott alakja a zsenidlis indiai matematikus, Shrinivasa Ramanujan (ejtsd: Ra-
manudzsan). De azért § is ,,rendszeren kiviili” volt, mert habar Ramanujan hozzéjarulasa a XX. sz-i
analitikus szamelmélethez megkeriilhetetlen, egész palyafutdsa sordn, nyugati értelemben vett maga-
sabb iskoldzottsag hijan (elszegényedett brahman-csalddban sziiletett), képtelen volt barmilyen mate-
matikai 4llitast is bebizonyitani: varatlan, meglepd eredményeihez intuitiv sejtések, analdgidk, kvazi-
logikus lépések kiilonos keverékével jutott el. Szemjon G. Gingyikin irja konyvében: ,.Itt kifejezhetjiik
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sajnalkozasunkat, hogy Ramanujan ilyen nehéz koriilmények kozott fejlodott. Normalis koriilmények
kozott kétség kiviil kivalo szakmai felkésziiltségli matematikussa valt volna, de biztosak lehetiink-e
abban, hogy akkor is ennyire egyediildll6 lett volna?" Egy anekdota szerint, amikor Ramanujan méar
Angligban dolgozott és kérhaba keriilt,”* munkatirsa, Geoffry Hardy brit matematikus meglatogatta
de utkozben esernydjét egy londoni taxiban felejtette. Amikor Hardy azon kezdett sirdnkozni, hogy
hogyan fogja tudni megjegyezni a taxi rendszdmdt, ami 1729, Ramanujan azonnal rdvigta: mit nem
lehet ezen megjegyezni? hiszen ez az elsd olyan természetes szam, mely kétféleképpen is eldall két
kobszam 6sszegeként: 1729 = 10° + 93 ill. 1729 = 123 + 13,

Egy sokkal sz€ls6ségesebb torténetet mesél el Oliver Sacks brit neurolégus, pszichidter. Bevezetdiil
annyit, hogy a XIX. sz. 6ta tudjuk: az ember bal agyféltekéje rendkiviil differenciélt struktdrdji és a ma-
gasabb szintli kognitiv funkciokért felelds agyteriiletek (leginkabb) erre a féltekére koncentralodnak. A
neuro-pszicholdgia elso sikereit (pl. P. Broca, C. Wernicke) azzal érte el, hogy pontosan foltérképezte,
a bal félteke lokalis sériilései mely magasrendd kognitiv funkcié konnyen kimutathat6 sériilésével jar-
nak egyiitt. A bal félteke intenziv kutatdsdval ellentétben a jobb agyfélteke annak kevésbé vildgos
tevékenysége miatt évszazados mell6zésben részesiilt. Sacks igy ir: ,,A jobb agyfélteke mell6zésének
egyik legfontosabb oka, hogy mig a bal oldalon konny{i kimutatni a kiilonbozé sériilések hatésait, a
jobb féltekén ezek mar sokkal nehezebben koriilhatarolhatok. A jobb féltekérdl, legtobbszor lenézben,
azt feltételezték, hogy »primitivebb«, mint a bal, amelyet az emberi fejlédés kiilonos csoddjanak tar-
tottak. Ez a feltételezés bizonyos értelemben igaz is: a bal félteke, mint az eml&sok—elsGsorban az
ember—agydnak egészen kés6i kindvése, valdban fejlettebb és specializaltabb. Masrészr6l viszont
a jobb agyfélteke irdnyitja a valésigfelismerés alapvetd képességét, amely minden €161ény szdmdra
elengedhetetlen a tiléléshez.” A jobb agyfélteke végzi el a valdsag, ill. benne az ember 1étezési mddja
mélyszerkezetének pszichés leképezését (pl. alapozza meg tér-, id6-, kauzalitds-, kiilvildg-, belvildg-
élményiinket és még ki tudja mit), vagyis alapozza meg a vildggal és benne sajat 1étezésiinkkel kapcso-
latos (valdsziniileg nagyrészt még mélyen tudattalan) élményeinket. Ha ez igy van, akkor nem meglepd,
hogy a jobb agyfélteke sériilései, degenerativ betegségei rendkiviil szokatlan, nehezen értelmezhetd
tiinetegyiitteseket produkdlnak.

Sacks egy 26 éves autista egypetéjl ikerpar, John és Michael, torténetét meséli el. Mindket-
ten ugyanazzal a sdlyos jobboldali agyszovet-kdrosoddssal sziilettek €s szokdsos értelemben vett
gyengeelméjliségiik miatt elmegydgyintézetben toltotték életiik jelentds részét. De mint idiots sa-
vants (zsenidlis hiilyék) figyelemreméltd képességekkel rendelkeztek, melyek mind valamiféle rend-
kiviil kiillonos vizudlis képességbdl eredtek: €letiik torténéseire dokumentumfilszer(i pontossaggal em-
lékeztek; oroknaptarként barmely (mult- vagy jovobeli) datumrdl azonnal egyszerre mondtidk meg,
hogy a hét mely napjdra esik. Es ami itt most a legfontosabb: szdmunkra felfoghatatlan vizudlis
kapcsolatban voltak a természetes szamokkal €s azok tulajdonsagaival is. Pl. egyszer Sacks jelen-
1étiikkben véletleniil kiboritott egy doboz gyufit, mire mindketten azonnal ravagtdk, hogy 111, majd
kisvartatva, hogy ez 3-37 (a 111 primtényezss felbontdsa). A kérdésre, hogyan tudtik ennyire
gyorsan €s pontosan megszamolni a gyufaszdlakat, azt valaszoltdk, hogy nem kellett megszamolni,
mert magat a ,,111-séget" lattdk. Egy masik alkalommal Sacks arra figyelt f6l, hogy egy csondes
sarokban iildogélve az ikrek valahovi elrévedve hatjegyli szdmokat mondogatnak egymasnak, melyek
kimonddsa-meghalldsa lathat6 jolesd érzésekkel toltotte el dket. Mint egy primszam-tdblazat segit-
ségével Sacks kideritette, ezek mindig primszamok voltak; tdblazatiaval Sacks is beszallt a jatékba és az
ikrek gyorsan bemelegedve egy ora elteltével mar huszonotjegyli szamokat csereberéltek egymadssal,

s

24A szigori vallasi elirdsokat betarté vegetaridnus Ramanujan nem jél viselte a brit szigetek éghajlatat igy visszatért
Indidba de 1920. 4prilis 26-4n, mindossze 33 évesen meghalt. Eveinek szamat egyébként 6 maga jovendolte meg, sajat
horoszképjanak felallitasaval.

31



melyekrdl Sacks tdl kicsi tablazataval és gyors személyi szamitégép hijan (1966-ban) mar csak sejtette,
hogy primszdmok lehetnek. Mind az eseményeket, mind a ddtumokat, mind a szdmokat valahogyan
allandoan lattak. Sacks igy ir: ,,6k nem fejszamolok, az 6 szamoloképességiik »ikonszerti«. Furcsa
szdmjeleneteket idéznek fel, és hosszan elid6znek benniik; szabadon kéborolnak a szamok hatarta-
lan tdjain; a drdmair6hoz hasonléan szdmok egész vildgat teremtik meg. Azt hiszem, a lehetd leg-
furcsdbban miikodik a képzeletiik—egyik legkiilondsebb furcsasdga pedig az, hogy szdmokat tudnak
elképzelni. Ugy tiinik, 6k a szdmokkal nem az ikonszeriiséget mindenestSl nélkiil6z8 »miiveleteket
végeznek«, akdr egy szamol6gép, hanem »latjdk«a szdmokat, méghozza egyetlen hatalmas természeti
kép kozvetlenségével ">

Akkor mégis elképzelhetd lenne, hogy a szdmok ,,itt”, a természeti-fizikai vildgban tanydznak?
Es csupdn egy immadr 2500 éves kozos kulturdlis megallapoddssal utaltuk Sket ,,0da”, az unverzalék
kiilonvalasztott vildgdba? Az nyilvan nem lehet kielégité magyarazat, hogy a Ramanujanhoz vagy az
ikrekhez hasonl6 esetek ritkak és elszigeteltek: sajat koraban Platon is ritka és elszigetelt eset lehetett.
Akkor pedig mi az oka annak, hogy a természeti-fizikai vs. idea-univerzalé dichotémia létrejott? Az
emberi gondolkoddssal egyid@s tapasztalat, hogy a természeti-fizikai vildgra vonatkozé minden eddigi
felismerés—még a legszilardabbnak hitt vagy a legszebbnek érzett is—végiil ideiglenesnek, csupdn egy
még mélyebben fekvd, még atfogdbb, még nehezebben megragadhaté igazsag kozelitd, leegyszertsitett
megértésének bizonyult. Egyfajta melankolikus elfogadéssal vessziik tudomasul, hogy Kepler biiszke
torvényei csak kozelitleg teljesiilnek: igazdbol a Nap koriil a bolygdk mindenféle egyszerl szép-
séget, tomor megfogalmazhatdsdgot nélkiil6z6 bonyolult palydkon keringenek. A gordg gondolkodds
nagyszer( eszméje, a vildg végsd, oszthatatlan alapja, az atom, el6szor elektronhéjakra €s atommagra,
majd ez utdbbi protonokra és neutronokra esett szét, végiil az egész fogalom elmeriilt a tobb sz4z ismert
»elemi részecske” (Un. rezonancidk), ill. még altaldnosabban az absztrakt kvantumtérelméleti vakuum
mindent atjard sziirke tengerében. A kora-keresztény vildgkép minden merevsége €s fagyossiga el-
lenére is tk. nagyon otthonsan berendezett égboltja, a mennyei szférdk angyali rendjeikkel tovatlintek
és helyiiket egy fel nem foghat6 lirességli €s méretli, majdnem abszolidt nulla fokos, sotét, egyszdval:
idegen vildgiir vette at. A természeti-fizikai vilagra vonatkozé egyre szaporodé ismereteink egy emberi
fogalmakkal, esztétikdval egyre nehezebben értelmezhetd egyéltalin nem emberi arculati valésagot
tarnak elénk. A természettudomdnyok torténetében sosem voltak olyan érthetetlenek €s idegenek a
természetre vonatkozo legalapvetébb ismereteink, mint éppen most, amikor ismereteink a legszerte-
agazdbbak és legrészletesebbek. Richard Feynman irja egy helyen, hogy ,,A fizikai vildg miikodésére
vonatkoz6 ismeretek tomkelege legfeljebb arrdl gy6zi meg az embert, hogy az valamiféle értelmetlen-
séget hordoz magaban.” Steven Weinberg pedig igy fogalmaz Az elsé harom perc c. konyve végén:
,,Minél jobban megértjiik az Univerzum torténetét, anndl értelmetlenebbnek és céltalanabbnak talal-
hatjuk.” Egy ujfajta val6sdg kezd itt kibontakozni, melynek—egyelore, jobb hijan—Ilegfobb jellemzgje,
hogy nem igazan jellemezhetd ismert, €les, érthetd fogalmakkal. Ez az 4j valosdg leginkabb semmi-
szerti, sehol sem taldlunk benne egy kikezdhetetlen, végsd valamit. A fél évezreddel ezelott élt fran-
cia matematikus, Charles de Bovelles egy nagyon kiilonos, mara az elfeledés hataran all6 konyvet irt
a semmir6l. Véleménye szerint a semmi nem lehet azonos a nem-1étezéssel, hanem a semmi egy-
fajta mindent 4thaté alaktalan, leirhatatlan médja a 1étezésnek. Heideggert elSlegezve ilyeneket ir:
Az anyag mindennek az alapja, de § maga a semmibe olvad és azon nyugszik”” Es még ,Minden
teremtménynek a semmi a gy(jtdmedencéje, ami dllanddan jelen van, és amiben azok jelen vannak [...]
Tehat minden a semmin alapszik: a teli az iiresben van, a lét a nemléten nyugszik.”>® Mintha csak

29

2 Végiil az ikreket ,sajat érdekiikben” kiilonvalasztottdk, hogy véget vessenek ,egymassal folytatott egészségtelen
kommunikéciéjuknak”, tovdbba azért, hogy ,,megfeleld, tarsadalmilag elfogadhaté médon szembesiiljenek a vilaggal és
megkezdhessék benne szereplésiiket”. Ennek hatdsara kiilonleges képességeik elmultak.

26Nem tudni, hogy Descartes ismerte-e Bovelles gondolatait. Mindenesetre a nem-bizonyossdg probléméja 6t is
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egy modern kvantum-elektrodinamika konyv kvantumtérelméleti vakuumot taglalé fejezetét olvas-
nank. Ezzel a semmi-szerien iires, elmosddott, tompa fényben derengd, elfuté valdsag-élménnyel éles
ellentétben all sajdt magunk dltal megfogalmazott, tehat per constructionem érthetd és antropomorf
fogalmaink id6tlen metafizikai univerzuma. Ebben a kristdlytiszta hegyi levegében minden alakzat
egy éles fényben csillogd, mozdulatlan, kdrvonalazott, esztétikailag magasrendii fogalom amely etikai
szempontbdl is erds ldbakon all. Ennek az id6tlen univerzumnak a lakéi legaldbbis Pitagordsz 6ta
a természetes szamok is. Egy meglepd kettdsséget latunk: mig gondolkodasi-fogalmi lancolataink
efelé a mindig is orokérvénytlinek és lehetd legdltaldnosabban igaznak vélt rozsdamentes metafizikai
univerzum felé konvergélnak, a valdsdgra vonatkozé ismereteink egy ettdl teljesen eltérd jelleggel
rendelkezd, elmosddottabb, semmi-szerd, transzcendensebb vildg felé sodornak. E sodrédds sordn
metafizikai fogalmaink sorra elmaradnak mogéttiink. A természeti-fizikai valosag és a metafizikai uni-
verzum évszdzadok mildsdval egyre nyilvanvalébb kiilonvéldsa?’ oda vezetett, hogy a XIX-XX. sz.
fordul6jan robbandsszertien megjelend semmi a nyugati keresztény kultdra irraciondlis valésagtol védd
vallasi-metafizikai erdditményrendszerét megbontotta és szertedgazd, mélyrehat6 valtozdsokat inditott
el a vallasi életben, filozéfidban, matematikdban, fizikdban, pszicholégidban, zenében, irodalomban,
képzémiivészetekben—az egész nyugati tdrsadalomban.

Egy val6sag-modellt vazolunk fol, mely a természeti-fizikai vildg és a metafizikai univerzum
egyesitésére tett kisérlet. Ez a valédsdg-modell a valés szdmok R halmazanak kordbban emlitett, a fel-
jességi axioma kovetkezményeként megjelend transzcendens tulajdonsdgain alapul. Emlékezziink (2.
szakasz): hogyha a raciondlis szdmok (Q halmazdhoz Dedekind-szeletek formdjdban hozzavessziik az
irraciondlis szdmokat, vagyis a raciondlis szamok kozti ,,hézagokat”, akkor megkapjuk a valés szamok
teljes R halmazat. Ez az R halmaz ,,teljes” abban az értelemben, hogy minden megfelel6en konvergald
végtelen Q-beli, vagy akar R-beli sorozatnak is van R-ben hatarértéke ami egyértelm (ez a teljességi
axioma korabbiakkal egyenértékii olvasata). A matematikusok azt mondjak, hogy a (Q halmazt (konver-
gencia szempontjabol) teljessé tettiik, ill. lezdrtuk az R halmazza tortént kibovitésével (megsziintettiik
a Q-beli ,,hézagokat” azok hozzavételével); jelolésben:

Q=R.

Ez a konstrukcoé erds analdgiaként ekképpen hasznédlhat6. Nevezziik fogalmi-metafizikai vagy roviden
metafizikai univerzumnak teoldgiai, filozofiai, természettudomanyos, raciondlis fogalom-alkotdsaink
Osszességét (Q) és nevezzilk semminek a valésag (R) fentebbi értelemben vett transzcendens, fogal-
makkd, metafizikai koncepciokka fel nem osztott ,héttér-szovetét” (kiillonféle irraciondlis szamok,
»hézagok™). Az ebben az értelemben vett semmi legujabb tapasztalataink alapdn létezik. A java-
solt val6sdg-modell most mar egyszerlien megfogalmazhatd: amennyiben a metafizikai univerzumhoz
hozzdvessziik a semmit, akkor az elobbit a megfeleloen konvergens gondolatmenetek szempontjabol le

tudjuk zdrni, teljessé tudjuk tenni és az igy kapott teljesebb univerzumot azonosithatjuk a valosdggal.
Tehat ha

{metafizikai univerzum} := a metafizikai univerzum semmivel val6 lezérasa

akkor

{metafizikai univerzum} = {valdsag} .

Errdl a modellrdl a kovetkezdket allapithatjuk meg:

vz

foglalkoztatta és ellene, habdr a tobozmirigyen tul rejt6z6 de mégis egészen biztosan 1€tezd ,.€n” elképzelésének vastag
falai kozott taldlta meg a biztonsdgot. Viszont mar fentebb is emlitettiik, hogy a modern pszicho-fiziolégia szerint egyeldre
az ,,én” sem talalhat6 sehol.

2T A g6rog mitoldgia elmeséli, amikor az istenek és az emberek még utoljara osszegytiltek Mekoné (,,makfold”) mellett
és megegyeztek, hogy az istenek a f6ldrdl végleg elkoltoznek.
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(i) A valésag részhalmazként tartalmazza a metafizikai univerzumot, ennélfogva ez utébbi 1étét sem-
milyen formdban nem vontuk kétségbe (tehit ez nem egy materialista-empirikus val6sag-mo-
dell);

(i1) A valosag részhalmazként tartalmazza a metafizikai univerzumot, ennélfogva az el6bbi megha-
ladja azt, transzcendensebb (tehdt ez nem egy idealista-metafizikai valdsdg-modell);

(i) E két észrevételt tgy foglalhatjuk 0ssze, hogy a fizikdn til helyezkedik el a metafizika és a
metafizikdn til helyezkedik el a fizika;

(iv) A valésdg-modell teljességi tulajdonsdga azt eredményezi, hogy minden megfelel6en konvergens
gondolkoddsi lanc eredménye egy olyan fogalom, mely a valosag része.

Ebben a modellben a jelenségek, az ismert fogalmak, ill. a semmi analogikusan megfelelnek rendre az R
zdrt intervallumainak, a raciondlis (vagy esetleg a kiszamithato) szamoknak, ill. az irraciondlis (vagy
esetleg a nem-kiszamithato) szamoknak. Az, hogy egy jelenség (arisztotelészi értelemben) részesiil
valamilyen tulajdonsdgban (pl. az alma piros) analogikusan megfelel annak, hogy az R egy zart in-
tervalluma tartalmaz egy bizonyos elemet. A (iv) tulajdonsdg analogikusan megfelel annak, hogy
egymdsba dgyazott zart intervallumok sorozatinak metszete nem iires (a teljességi axioma korabbi-
akkal egyenértéki olvasata). Specidlisan tehat pl. a (4) metszési eljards nem vezet ki a valésagbol
és a természetes szamok a fizikai valsag részei, nem pedig pusztan gondolati konstrukciok. Ez egy
egyszerl konstrukcid, mert végeredményét, a természetes szdmot, mar régota ismerjik (analdgidval: a
megfeleld R-beli konvergens sorozat hatarértéke Q-beli raciondlis szdm); viszont léteznek olyan bo-
nyolultsdgi gondolkodasi ldncok is (modern fizika), melyek konvergencidja ebben a pillanatban még
nem nyilvdnvalé és ha lesz is végeredménye, az egy semmi-szer{i fogalom lesz (vagyis a megfeleld kon-
vergens sorozat hatarértéke egy nem (Q-beli, nagyon generikus valds szam lesz, mint pl. a 2. részben
mutatott Q € R szdm, melynek véges, zart jellemzése nehéz). Azt is érdemes megemliteni, hogy a
valés szamok halmazédnak 2. szakasz végén emlitett idd-szerii tulajdonsaga itt ugy jelenik meg, hogy a
valdsdg teljes ismerete mindig is a jovonkben helyezkedik el.

Koszonetnyilvanitas. Ez a dolgozat a Peter Feketevel folytatott hosszi beszélgetések nélkiil nem jott
volna létre. Szintén koszonetemet fejezem ki Domokos Gdbornak, a gomboc egyik felfedezdjének,
hogy felhivta figyelmem akadémiai székfoglal6 el6addsdnak frott véltozatara.
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