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Eloszo

Ez a konyv egy oktatdsi segédlet, az Eotvos Lordnd Tudomdnyegyetem
Eotvos Jézsef Collegiuméban tartott Mobil rendszerek elmélete tantargy anya-
gat tartalmazza.

A konyvben leirtak megértéséhez kiilonosebb eldismeret nem sziikséges,
de mivel a lefrt rendszer sok jellemzgje, felépitése, miikodése nagyon hasonlit
a lambda-kalkulus és a tipusos lambda-kalkulus tulajdonsdgaihoz, a lambda-
kalkulus ismerete megkonnyitheti az anyag elsajatitasat. A lambda-kalkulust
a Collegium els6éves informatikus hallgatéinak, ezt az anyagot, a mobil rend-
szerek elméletét a masodéves collegistaknak ajanljuk.

A mobil rendszereket, az 1950 kornyékén végzett kezdeti kisérletektdl el-
tekintve, az 1990-es évek elején kezdték el alaposabban vizsgalni, ennek oka
a parhuzamos és disztributiv programozds hardver és szoftver feltételeinek
ugrasszerti javuldsa volt. Az elmélet jelenleg is intenziven fejlédik, szak-
folyéiratokban djabb és djabb eredmények jelennek meg. Konyviinkben az
elmélet mar dllandésult, kidolgozott teriileteirdl igyeksziink egy atfogé képet
adni.

Els6sorban az elvekre, mddszerekre, a kapcsolatokra koncentralunk, a
tételek bizonyitdsaval nem foglalkozunk, ezek a konyv végén, az Irodalom-
jegyzékben megadott anyagokban megtaldlhat6k.

Az Irodalomjegyzékben a témahoz kapcsolddd felhaszndlt publikdciok
adatai vannak, amelyek az elmélet tovabbi tanulmdnyozdsahoz is segitséget
nyUjtanak.

Konyviinkkel azt szeretnénk elérni, hogy az informatikus egyetemi hall-
gaték és az informatikus szakemberek megismerjék ezt az dj kutatasi
teriiletet, a mobil rendszerek elméletét.

% 3k %k



vi El6szo

A konyv lektordlasara az Eotvos Jézsef Collegium programtervez infor-
matikus szakos collegistdit kértem fel. Kiilon kdszonom
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legiumdnak igazgatdjat, amiért lehetévé tette ennek a konyvnek a kiadasat.

Kérem, hogy észrevételeiket a csz@inf.elte.hu cimre {rjdk meg.

Budapest, 2017. januar 31.
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Eloszo vii

Jelolések

e Mivel a pi-kalkulusnak még nincs kialakult jelolésrendszere, az utébbi
évek publikdcidiban haszndlt, talin mar mindenki &ltal elfogadott
egységes jeloléseket hasznaljuk, de a kordbbi évek publikicidiban
hasznalt jeloléseket is megadjuk. A konyvben vannak olyan fogalmak,
amelyeknek csak az angol nyelvi kifejezése kozismert, ezért a Targy-
mutatéban

(magyar név) = (angol név)

alakban leirjuk a gyakran haszndlt magyar kifejezések és roviditések

angol megfelel§jét is.

e Mivel a gorog v betli konnyen dsszetéveszthet6 a v betlivel, és mind-
két betiit intenziven haszndljuk a konyv anyagdban, a gordg v betlit
félkovér (bold) vastagsaggal irjuk: v .

e Ha sziikséges, a kifejezésekben a kommunikdlé részkifejezéseket
jeloljik, a jelolésre a pontozott aldhizast hasznaljuk, példaul I(z, f) .

e A téma konnyebb megértése és elsajdtitisa érdekében a konyvben
nagyon sok példat adunk, a példak végét a O jellel jeloljiik.

e Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a mondat végére a pontot kitessziik
akkor is, ha a mondatvégi kifejezés 6nall6, kiilon sorban van. Ez nem
tévesztendd Ossze a kifejezés ,, . ” karaktereivel.
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1. FEJEZET

Bevezetés

A pi-kalkulus egy jol definidlt szintaktikdval és szemantikdval rendelkezd
matematikai szamitdsi modell, ahol a folyamatok kozott az informdcid
névvel elldtott csatorndkon dramlik. Alapvet6 miiveletek a csatorndra torténd
adatkiildés, egy csatornardl jové adat fogaddsa, és két folyamatnak egy
csatorndn végrehajthaté kommunikacidja. A kommunikicié jellegzetessége
az, hogy a kiild6 folyamat meghatdrozza melyik csatornén kiildjon adatot, de
arra nincs hatdssal, hogy ezt az adatot melyik folyamat fogja majd megkapni.
A fogad¢ folyamat olvassa az adatot, és az adat, mint egy aktudlis paraméter,
beépiil a fogadd folyamat torzsébe.

Az elsd ilyen jellegli rendszert Robert Milner dolgozta ki, amelynek a
CCS (Calculus of Communicating Systems) nevet adta [28]. T6le fiiggetleniil
egy hasonld, de mas elveken alapul6 rendszert hozott 1étre C. A. R. Hoare,
amelyet CSP-nek (Communicating Sequential Processes) neveznek [20, 21].
Munkdjukért mindketten Turing Award dijat kaptak.

A CCS olyan parhuzamosan futé folyamatok leirdsara szolgdl, ame-
lyek kommunikéciés csatorndkkal rendelkeznek. A folyamatok ezekre a
csatorndkra adatokat kiildenek és a csatorndkon jovd adatokat olvassdk, igy
ha két folyamat kozott van egy csatorna, akkor ezen a csatorndn a két folya-
mat kozott kommunikécié torténhet. A CCS rendszer egyik célja ennek az
interakcionak, kommunikdcionak, az interaktiv m{ikodésnek a preciz leirésa,
azonban itt még az inputtal kapott adat behelyettesitésével nem foglalkoztak.

A madsik alapvet6é problémakor annak a gyakorlatban, az alkalmazasok-
ban felvet6dd problémanak a vizsgélata, hogy két interaktiv rendszer mikor
tekinthet6 azonos miikodéstinek. Ehhez természetesen definidlni kellett a
,,miikodés”, a mikodési ekvivalencia fogalmat.

A pi-kalkulus (Calculus of Mobile Processes) a CCS rendszer tovabb-
fejlesztése, elsd kidolgozasa szintén Robert Milner nevéhez ftiz6dik [32].



2 1. Bevezetés

A CCS rendszerben a névvel megnevezett csatorndkon adatok tovédbbitdsara
van lehet6ség, a pi-kalkulusban azonban a csatorndkon nem csak a meg-
nevezett adatok, hanem nevek, a csatorndk nevei, a magasabb rendd rend-
szerekben pedig folyamatok is tovdbbithatdk, ami lehetévé teszi a folyama-
tok topoldgidjanak, azaz a folyamatok kozotti kapcsolatoknak a dinamikus
megvaltoztatdsat is.

1.0.1. Példa. (A folyamatok kozotti kapcsolatok)

A P és Q folyamatok kozott van egy x nevii csatorna, és ezt a nevet a P
folyamat a P és R kozotti y csatorndn atkiildi R-nek. Az R folyamat veszi ezt
a jelet, és a kommunikdci6 eredménye az lesz, hogy az x nevii csatorna a Q
és R’ folyamatok kozé keriil 4t (1.1. dbra).

Ez az absztrakt leirds tobbféleképpen is értelmezhetd. Példaul,

e ( a felhasznald, aki nyomtatni szeretne, P a nyomtat6t kezel§ prog-
ram, és R a nyomtaté. A miikddés eredménye az, hogy a rendszer a
felhasznélo6t 6sszekapcsolja a nyomtatoval.

e (O egy iigyfél, aki az igazgatéval szeretne beszé€lni, P a titkdrnd, aki
tudja az igazgat6 telefonszamat, és R az igazgatd. Az eredmény most

az lesz, hogy a titkdrn$ atadja az ligyfélnek a telefonszamot, aki igy
kozvetlen kapcsolatot tud teremteni az igazgatdval. )

1.1. dbra. A konfiguraci6 valtozdsa

A CCS masik alapveté tovabbfejlesztése az, hogy mig a CCS rend-
szer csak a folyamatok kozotti interakcié tényével foglalkozik, a pi-
kalkulus elemzi és értelmezi a kommunikdciénak a processzekre torténd
hatdsat is, ami a csatorndn vett adatnak a folyamatba torténd beépiilését je-
lenti.

Ezért van az, hogy az 1.0.1. példaban az R folyamat az y csatorndn kapott
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x névvel fog a Q folyamathoz kapcsolddni, és igy R’-vé valik. Kozben ter-
mészetesen a P is megvaltozik, miutidn végrehajtotta az y csatorndn az output
miveletet, P’ lesz.

A példaban szerepld rendszer preciz leirdsat és a kommunikécié pontos
lezajlasat majd a 2.4.2. példdban adjuk meg.

A kovetkez6 fejezetben a pi-kalkulussal foglalkozunk, éttekintjiik a pi-
kalkulus szintaktik4jat, szemantikdjat és érdekességképpen megadjuk egyes
matematikai és informatikai fogalom és mtivelet folyamatkifejezéssel torténd
lefrasat. Ezutan kiilonbz6 biszimulacidk tulajdonsagait elemezziik.

Foglalkozunk még a kalkulus algebrai elméletével és specidlis pi-
kalkulussokkal, példdul a tipusos pi-kalkulussal is.



2. FEJEZET

A pi-kalkulus

2.1. Folyamatkalkulusok

A szekvencidlis programok szemantikdjanak megaddsa egyszer(, egy fiigg-
vénnyel leirhaté a végrehajtand6 input-output transzformacié. A konkurens
és interaktiv programok nemdeterminisztikus viselkedése azonban elbonyo-
litja ezt a mddszert, az eldgazdsokban egy rossz irdny vdlasztdsa konnyen
megnehezitheti, s6t akar le is dllithatja az adott irdnyban haladé vizsgalatot.
A disztributiv vezérlés miatt az ilyen esetben hasznélatos klasszikus vissza-
1épéses elemzés hatékonyan méar nem alkalmazhat6.

Konkurens rendszerek szemantikdjanak formalis megadésara és tulajdon-
sdgaik bizonyitdsara a folyamatalgebrdk tinnek a legalkalmasabbaknak. A
folyamatalgebra folyamatok matematikai modellje, ahol folyamatok kommu-
nikdlnak folyamatokkal egy kozos kornyezetben. A folyamatalgebra a rend-
szer lefrasdra pontos eszkdzoket és mddszereket ad.

A folyamatalgebra egyik alapeleme a szintaxisa, amely meghatirozza az
elemi kifejezésekbdl és operatorokbdl all6 folyamatkifejezések jolformalt-
sagat. A szintaxis szabalyok halmaza, a szabélyok felhasznaldsaval donthetd
el a kifejezések szintaktikus helyessége.

Egy szintaktikusan helyes folyamatkifejezés szemantikdjanak megada-
sara tobbféle médszer alakult ki. A harom leggyakrabban alkalmazott mod-
szer a kovetkezd.

o A miiveleti szemantika a rendszer miikodését cimkézett dtmeneti rend-
szerrel irja le. A rendszer éllapotai a folyamatalgebra kifejezései, azaz
maguk a folyamatok, az dtmenetek folyamatok kozotti reldciok, és az
atmeneteket a megadott miiveletekkel cimkézziik meg. A miiveleti sze-
mantika viszonylag kozel van a folyamatok végrehajtdsanak , absztrakt
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gépi” szintjéhez, és az implementdcié matematikai lefrdsdnak tekint-
hetd. A cimkézett atmeneti rendszerekkel részletesen majd a 2.2. sza-
kaszban foglalkozunk.

e A denotdcios szemantika a folyamatkifejezések jelentését leképezi
absztrakt matematikai modellekre (denotacidkra), amelyek kifejezik,
hogy a folyamat milyen mtveletet hajt végre. Példaul a denoticids
szemantika a folyamatkifejezéseket parcidlis rekurziv fiiggvényekkel
is reprezentdlhatja. A denoticiés szemantika nem foglalkozik az im-
plementacidval, a folyamatkifejezést olyan absztrakcids szinten irja le,
amelyik a kifejezés 1ényeges jelentését adja meg.

e Az algebrai szemantika, vagy mdas néven az axiomatikus szemantika a
matematikai logika eszkoztarat hasznélja, axiomdkat és szabdlyokat ad
egy folyamatkifejezés jelentésének megaddsdra. A pi-kalkulus algebrai
elméletét majd a 3. fejezetben elemezzik.

2.2. Cimkézett atmeneti rendszerek

A mobil folyamatok szemléletes és preciz lefrasara tobb lehet6ség kindlkozik,
mi a cimkézett dtmeneti rendszernek nevezett médszert fogjuk haszndlni erre
a célra.

2.2.1. Definicio. Cimkézett dtmeneti rendszer:
Legyen S a folyamatok halmaza, L az akciok (cimkék) halmaza, és legyen
T C S X LXS az dtmeneti reldciok halmaza. Ekkor az (S, L, T) hdrmast
cimkézett dtmeneti rendszernek nevezziik.

A cimkézett dtmeneti rendszer szokasos roviditése LTS, a labelled transi-
tion system szavak kezdbetiibol.

Az S és L megszamldlhat6an végtelen halmaz is lehet.

A tovabbiakban a folyamatokat P, Q, ... betiikkel, a cimkéket a, b, ...,
x,y,z, T betlikkel jeloljiik, és a (P, a, Q) atmeneti relcio jele

a
P— Q.
Az elnevezésben a "cimkézett" szé onnan szdrmazik, hogy a P — Q

atmenetet az a akcidval "cimkéztik meg". A 7 cimke a folyamatok belsd,
kiviilr6l nem megfigyelheté6 kommunikacidjanak a jele.
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Ha (P,a,Q) € T, akkor azt mondjuk, hogy a P folyamatot az a akcid
végrehajtasa utdn a Q folyamat irja le, azaz a P folyamat a Q folyamatta
vélik.

Haaj,a;,...,a, € Lésa =ajay...a, (n > 1), akkor a
aj ar an
P0—>P]—>...%Pn

atmenet rovid jelolése Py SN P,. Az akciésorozatokat az «,f3, ... betilikkel

jeloljiik. Megengedjiik a nulla hosszisdgu akcidsorozatot is, ennek a jele =,
és a hozzatartoz6 dtmenet:
P Q £

Megjegyezziik, hogy az (S, L, T') cimkézett d&tmeneti rendszer hasonl6 egy
olyan véges automatihoz, amelyben a folyamatok S halmazanak elemei az
automata allapotai, az L cimkehalmaz elemei az automata szimbdélumai és T
az automata allapotatmeneteit adja meg. De ellentétben a véges automatakkal,
a cimkézett dtmeneti rendszernek

e nincs kitiintetett kezd6- és végéllapota,
e a folyamatok és az akcidk halmaza nem feltétleniil véges,
e az akcidk dltal elvégezheté miiveletek véalasztéka er6sen korlatozott,

e egy folyamatra végrehajthaté akcidk vagy akcidsorozatok szama nem
feltétleniil véges,

e vannak kiviilr6l nem megfigyelhet eseményei.

Tehiat mig minden automata leirhaté LTS-sel, vannak olyan cimkézett
atmeneti rendszerek, amelyek nem feleltethet6k meg automataknak.
Természetesen egy LTS-nek is lehet akar tobb végillapota is. Legyen
Followers(P,a) = {Q € S|P N 0} . Ha Followers(P,a) = (0, akkor P a
rendszer egy végdllapota.
Az LTS lehet determinisztikus vagy nemdeterminisztikus. Az dtmeneti
rendszert determinisztikusnak nevezziik, ha minden P folyamatara és minden

araaP — Q atmenet egyértelm, azaz | Followers(P, )| < 1. Ellenkez6
esetben az LTS nemdeterminisztikus.

A pi-kalkulusban azonban nem az automata miikodésének termindldsa
és az elfogadott vagy felismert szimbdlumsorozatok érdekesek szdmunkra,
hanem a rendszer m{ikodési tulajdonsdgai, a folyamatoknak az akcidk 4ltal
meghatarozott dinamik4ja.
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2.3. Szintaxis

A pi-kalkulusban az egyik alapvet6 fogalom a név, ami lényegében a kom-
munikdcids csatorndkat, kapukat és a csatorndkon kiildott neveket és adatokat
azonositja. A nevek halmazat N-nel jeloljiik. A pi-kalkulusban, ellentétben a
programnyelvekben megszokott tulajdonsaggal, nincs kiilonbség , véaltozok™
és ,,adatok” kozott, mivel a kommunikdcids csatorndkon nem csak adatok,
hanem példaul a csatorndk nevei is atkiildhet6ek.

A neveket az abécé kisbetdivel, leggyakrabban az x,y,... betlikkel
jeloljiik, és a szovegben a szdismétlések elkeriilésére a ,,név” helyett a
,,csatorna”, vagy ,.kommunikacids csatorna” elnevezést is hasznaljuk.

A pi-kalkulus masik alapvetd fogalma a folyamat, a folyamatokat a
P, Q,... betikkel jeloljik. A mobil rendszert és a rendszer miikodését a
folyamatokkal, a folyamatok kozotti kapcsolatokkal irjuk le.

A folyamatok akciokat hajtanak végre, az akcidkat a folyamatok elé irt
prefixek jelolik. Ha a P folyamat prefixe &, akkor ezt m. P-vel jeloljiik, ami
azt jelenti, hogy 7 akcid a P folyamat mikodése el6tt hajtédik végre.

2.3.1. Definicio. Prefixek:
A pi-kalkulusban négy prefixet kiilonboztetiink meg:

mu=Xxy | x() [ 7] [x=yl7.

Megjegyezziik, hogy a késdbbiekben majd tovédbbi prefixeket is be fogunk
vezetni.
A prefixek jelentése a kovetkezd:

e Xy.P output prefix
A folyamat az x néven keresztiil elkiildi az y nevet, a P ettSl nem val-
tozik meg, és az output végrehajtisa utdn a P végrehajtisa kovetkezik.
Az X egy kimeneti kapunak tekinthetd, és y a kapun kikiildott adat. Az
x-et az output prefix alanydnak, y-t a prefix tdrgydnak nevezziik.

e x(2).P input prefix
A folyamat az x néven keresztiil fogad egy tetszdleges w nevet, majd
a P-ben levs z nevek w-re helyettesitddnek, azaz P a P[z := w] folya-
mattd vélik. Ezutdn a helyettesitéssel megvaltozott folyamat hajtédik
végre. (A helyettesités miivelet pontos leirdsaval majd a 2.3.2. pontban
foglalkozunk.)

A z név egy formalis paraméter, azokat a P-beli helyeket jeloli, ahova
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majd az inputtal kapott w értéket kell betolteni. Az x egy bemeneti ka-
punak is tekinthetd. Az x-et az input prefix alanydnak, z-t a prefix tdr-
gydnak nevezziik.

o T.P nem megfigyelhetd miivelet
Egy bels6, azaz a P folyamaton kiviilr6l nem megfigyelheté6 mivelet
hajtédik végre, a P nem véltozik, és a P végrehajtasa kovetkezik. Meg-
jegyezziik, hogy a 7 miivelet nem csak a folyamat prefixébdl, hanem
két folyamat kommunikaci6jabdl is szarmazhat.

o [x=ylr.P azonossdg prefix
Ha az x név és az y név azonos, akkor a végrehajtas a x . P folyamattal
folytatddik, ha a két név nem azonos, akkor a 7. P nem hajtédik végre,
azaz a végrehajtds az azonossdg vizsgdlata utdn azonnal befejezddik.
Ha a kifejezésben nincs r, akkor a kifejezés alakja [x = y]P .

A funkciondlis paradigmébdl jol ismert a kifejezések lusta és moho
kiértékelése. Ehhez hasonlé stratégia a pi-kalkulusban az, hogy egy in-
put prefix esetében a P[z := w] helyettesités mikor hajtédik végre, és
itt a helyettesités idopontjatdl fiiggéen ,késbi” és ,korai” végrehajtasrol
beszéliink. A korai input prefixet a 2.6.3. pontban adjuk majd meg, a pre-
fixeknek megfeleld késdi szemantikdt a 2.4.2., a korai szemantikdt a 2.6.3.
pontban fogjuk elemezni.

Taldn feltinG, hogy a pi-kalkulusban van azonossag prefix, de nincs
lehetdség [x # y]m alaku ,,nem-azonossdg” prefix hasznalatira. Ennek okt

z 2z

majd a késébbiekben, a 2.3.2. pontban mutatjuk meg.

2.3.2. Definicio. Folyamatok:
A pi-kalkulusban a folyamatokat a kovetkezd kifejezésekkel adjuk meg:

P:=0|x.P|P+P|P|P| ()P | !P.

A definicioban levé folyamatkifejezések a kovetkezoket jelentik:

e 0 nem miikodd folyamat
A ,vastag nulla” folyamat inaktiv, a végrehajtis ledllt, befejezte a
miikodését.

e 1.P prefixes folyamat
A 7 akciéval leirt miivelet elvégzése utdan a végrehajtas a P-vel foly-
tatodik.

o Py + P, Osszegkifejezés, vagy-miivelet
A két folyamat koziil csak az egyik keriil végrehajtisra, azaz ha a
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Py végrehajtodik, akkor a P, nem hajtédik végre, ledll és befejezi
miikodését, ha a P, hajtédik végre, akkor a P fejezi be a miikodését.
e P | P, kompozicio, pdrhuzamos végrehajtds
A P és P, egymadstol fiiggetleniil végrehajtodik, és ha egy kozos névre
az egyik folyamat egy input, a masik folyamat egy output miiveletet
hajt végre, lehet&ség van a kozos néven keresztiil a két folyamat kozotti
kommunikéciora.
e (vx)P korldtozds
Az x név hatdskore a P folyamatra van korldtozva. Az x névhez mads
folyamat nem férhet hozza, az x név csak a P-n beliilrdl érhetd el és
csak a P-n beliili folyamatok hasznélhatjdk.

Egy korlatozott név hataskore azonban — szemben mas rendszerekkel —
egy folyamat végrehajtdsakor megvaltozhat. Ezt a fontos tulajdonsagot
majd a késébbiekben megvizsgdljuk (lasd 2.3.4. pont), de mar most
megemlitjiik, hogy ebbdl a tulajdonsdgbdl a pi-kalkulusnak sok elénye
szarmazik (2.4.6. példa).

Mint a konyv elején a Jelolések pontban mdr irtuk, a korldtozdst jelold
gorog v betlit ebben a konyvben félkovér (bold) vastagsdggal frjuk.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a (vx) P korlatozdsra mds szakiro-

dalomban gyakran avx. P, vx P, (x) P, new x P jelolést is hasznaljak.
o P ismétlés, replikdcio

Ez a kifejezés végtelen sok P folyamat parhuzamos végrehajtasat jeloli,

azaz |P = P | |P . Ez a mivelet hasznilhaté nemvéges folyamatok

miikodésének lefrdsara.

A folyamatokra vonatkoz6 miveleteket, beleértve a prefixeket is, kozos
néven operdtoroknak nevezziik.

Ha sziikséges, a folyamatkifejezés egyértelmiisége érdekében a Kkife-
jezésbe zaréjelparok is irhatok, de a sok zardjel elkeriilésére a kovetkezd
precedenciaszabdlyt alkalmazzuk:

prefix, korldtozds > kompozicio > 0sszeg .

A folyamatkifejezések utolsé 0 elemét elhagyhatjuk, és ha az output vagy
input prefix esetén a kiildott vagy fogadott informacié nem Iényeges, ele-
gendd csak az output vagy input csatorna nevét megadni. Ha egy folyamatra
tobb név korlatozasa is vonatkozik, akkor ezek a nevek egyetlen v jel utdn is
felsorolhatdk.
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2.3.3. Példa. (Példdk folyamatkifejezésekre)

x(z).yz.P,

x(z).2y.P,

x@).[z=ylzw. P,

x(z).yw).[z=w]u.P,

x(2).zy. P+wv.Q,

(x(z).z7y. Py +wv.Py) | Xu.P3,

vx)(x(z) .zy. Pr + wv. Py) | xu. P3) ,

'(x(z).yz. P) . m}

2.3.4. Példa. (Rovid jelilések)
A 0 elhagyhat6:

x(2).0 = x(z) ,

xy.0=%Xxy .

vx)(vx2) P = (vx1x2) P .

A kiildott vagy fogadott informaci6é nem lényeges:

xy.0lziw).0=%x|z,

X|ly+xl|y. m}
Az output és az input miivelet nem egy adott névhez rogzitett tulajdon-

sag, egy kifejezésben ugyanazt a nevet hasznélhatjuk az egyik helyen output

miivelettel, egy mdsik helyen input miivelettel, annak megfelel6en, hogy az
adott nev(i csatorndn milyen irdnyban halad az informécié.

2.3.5. Példa. (Output és input egy néven)

Az Xy | x(z) kompozici6 els6 folyamataban az x néven kikiildjiik az y nevet, a
madsodik folyamatban pedig ugyanezen a néven olvasunk. O

2.3.1. Szabad és kotott nevek

A pi-kalkulusban a folyamatkifejezésekben levé nevek haszndlatdnak korld-
tozdsat kotésnek nevezziik. Ez azt jelenti, hogy a kotott nevet csak az adott
folyamatban haszndlhatjuk, azaz a név a folyamat ,sajit” neve, a név a
folyamaton kiviilr6l nem érhetd el. Ezt a nevet a kdtés nevének, a folyamatot
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a kotés torzsének vagy a kotés hatdskorének nevezziik.

A pi-kalkulusban két lehet6ség van a folyamatkifejezésben levd nevek
hasznalatdnak korldtozdsara. Az egyik ilyen mivelet nyilvanval6éan a korla-
tozds miivelet, hiszen a (vy) P kifejezésben az y név hatdskore a P-re van
korldtozva. A mésik egy implicit kotés, ez az x(y) input prefix, ami az x(y) . P
kifejezés esetén az y nevet koti meg a P folyamatban.

2.3.6. Definicio. Szabad és kotott nevek:

Az y név kotott P-ben a (vy) P és az x(y) . P kifejezések esetén. Egy név egy
folyamatban szabad, ha nem kotott.

Tehat az x(y) prefix csak az y nevet koti, az x-t nem, és az xy prefix a
benne szerepld egyik nevet sem. Nyilvanval6, hogy a 7 és a [x = y] prefixek
sem kotnek neveket.

A P folyamat neveit n(P)-vel, a kotott neveinek halmazat bn(P)-vel,
a szabad neveinek halmazit fn(P)-vel jeloljik. A kifejezésekre vonatkozd
kotéseket a 2.1. tdblazatban foglaltuk ossze.

bn fn
xy.P bn(P) {x,y} U fn(P)
x(y).P {y} U bn(P) {x} U fn(P)
7.P bn(P) fn(P)
[x=ylr.P bn(r. P) fo(m. P)
0 0 0

P1+ P bn(Py) U bn(P>) | fn(Py) U fn(P>)

Py Py bn(Py) U bn(P») | fu(Py) U fn(P>)

(vx) P {x} U bn(P) Jn(P) \ {x}
P bn(P) fn(P)

2.1. tabldzat. Szabad és kotott nevek

2.3.7. Példa. (Szabad és kotott nevek)
P=@y+wv)|xu,
bn(P)=0,
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Jn(P) ={z,y,w,v,x,u} .

0= () ((x(2) .2y + wv) | vu)xu) ,

bn(Q) = {x,z,u},

Sn(Q) = {y,w,v}. |

2.3.2. Helyettesités

A folyamatkifejezésekben a nevek szabadon vélaszthaték meg, és eléfordul-
hat, hogy egy kifejezésben az egyik nevet egy masik névre akarjuk kicserélni.
Ezt a miiveletet helyettesitésnek nevezziik. A helyettesités mindig csak nevet
névre helyettesit, kifejezésnek vagy névnek kifejezéssel valé helyettesitésére
nincs lehetdség.

A pi-kalkulusban a helyettesités szokdsos jele a o, és Po jelzi, hogy
a helyettesités a P folyamatra vonatkozik. Ha a o helyettesités csak egy
névre vonatkozik, példdul a P-ben az x nevet y-ra helyettesitjiik, akkor ezt
a P[x := y] jeloléssel is leirhatjuk.

Megjegyezziik, hogy a helyettesitésre gyakran a oP-t, egy név
helyettesitésére a P{y/x} vagy az {y/x}P jelolést is hasznaljak.

Ha o =[x :==y],[x :=y2],...,[x; :=y,] (n>0), akkor Po lénye-
gében a P([x; :=yi],[x2 :=yal,...,[x, :=y,]) szimultdn helyettesitések
elvégzésének rovid jelolése, ezért a tovdbbiakban &ltaldban csak egy név
helyettesitésével foglakozunk.

A helyettesités egy szintaktikus 4talakitds, ezzel indokolhatjuk a

helyettesitésre elSirt altaldnos tulajdonsagokat, amelyeket a kvetkez6 defini-
ciéban adunk meg.

2.3.8. Definicio. Helyettesités:

A P[x := Y] helyettesités esetén csak a P kifejezésben levd szabad x nevek
helyettesithetok az y névre iigy, hogy az eddig szabad nevek szabadok, a
kotott nevek kotottek maradjanak.

A helyettesités egyszerli névcserét jelent, problémadt, figyelmet csak a
nevek kotése okoz. Mivel kotést csak az input és a korlatozas prefixek
idéznek eld, az ezekre vonatkozd helyettesitéseket kiilon megadjuk, a kotések
neveinek helyettesitésével majd a kovetkezd szakaszban foglalkozunk.
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El6szor vizsgaljuk meg a kotések torzseinek helyettesitéseit,

u(x).P, hax=y,
u(x).(Ply:=z])=4 u(x).P, hax=z,
u(x).P’, egyébként, ahol P’ = Ply :=z] .
A definicié elsé alternativdja szerint tehdt a kotés x neve a P-ben nem
helyettesithetd egy masik névre, hiszen ezzel éppen a P-ben levd kotéseket
sziintetnénk meg. A masodik alternativa azt mondja ki, hogy a P egy y neve
nem cserélhetd le a kotés x nevére, hiszen a névcsere utan a P-ben eddig sza-
bad y nevek kototté valnanak. Ha tehat sem az y, sem a z nem azonos x-szel,
akkor a helyettesités végrehajthat6, azaz a P szabad y nevei helyettesithet6k
z-vel.
Teljesen hasonl6 tulajdonsag és hasonl6 indoklds érvényes a korlatozds
prefix esetén is.

(vx)P, hax=y,
(vx)(Ply:=z])=4 (vx)P, hax=z,
(vx) P, egyébként, ahol P’ = P[y :=7] .

Osszefoglalva, a helyettesités a kovetkezd definiciéval adhat6 meg.

2.3.9. Definicio. Helyettesités:
A helyettesitést a pi-kalkulus prefixeire és kifejezéseire a kovetkezoképpen
adjuk meg:

o 0o =0,

e (m.P)o =n0.Po,

e (P, + Py)o = Pio+ Po,

o (P | Py)o = Pio| Pyo,

e ((vx) P)o = (vx) Po,

e (IP)o =!(Po).

Mir ismerve a helyettesités miiveletét, nézziikk meg, hogy mi térténne az
[x # y] prefix bevezetése esetén. Legyen [x # y]. P, tehat ha x # y, akkor a
P-t, x = y esetén a 0 folyamatot kapjuk eredményiil. Ha erre az [x # y] . P fo-
lyamatra végrehajtunk egy [y := x] helyettesitést, akkor a prefix x # x lesz, és
igy a folyamat biztosan a 0-va vélik. Tehat a helyettesités, azaz egy szintak-
tikus dtalakitas megvaltoztathatja a kifejezés jelentését, és ez nem engedhetd
meg.
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2.3.10. Példa. (Példdk a helyettesitésre)

(xy.Plx:=y] = yy.Plx:=yl,

(x(@).P)x:=y] = y@.Plx:=y],

(x@).Plz:=y] = x(2).P,

((vx)P)[x:=y] = ((v)P),

((vx)P)lz:=x] = Wx)Plz:=x] = (vx)P. O

2.3.3. Az a-konverzio

Ha a kotés nevét szeretnénk helyettesiteni egy masik névvel, a névcserét a
kotés torzsében is végre kell hajtani, de kovetkezetesen, azaz tigyelve arra,
hogy a névcsere csak akkor hajthaté végre, ha az eddigi szabad nevek nem
vélnak kototté.

Ezt a miveletet a-konverzionak nevezziik, a konverziét az oy
jellel is jelolhetjik. Az a-konverzié szintaktikus datalakitds, az a-
konverziéval egymdsba alakithat6 folyamatok azonosaknak, mege-
gyezbeknek tekinthetGek, ezért ha az a-konverziét nem hangsilyozzuk,
a kifejezések kozé a = jelet is frhatjuk.

2.3.11. Definicio. Az a-konverzio:
Ha P-ben nincs z szabad név, azaz z ¢ fn(P), akkor
* x(y).P ©¢ x(z).Ply:=2z],
e W)P &, (v7)Ply:=7].

Az a-konverzié feltétele az, hogy az input vagy a korlatozas 4j kotd neve
a kifejezés torzsében ne szerepeljen szabadon. Mivel egy folyamatkifejezés-
ben a nevek szabadon vélaszthatok meg, ez a feltétel egy egyszer(i vizsgalattal
konnyen teljesithetd.

Az a-konverzid z ¢ fu(P) feltételére z ¢ fu(P) C n(P), igy az a gyengébb,
de a gyakorlatban konnyebben vizsgalhat6 feltétel is megfeleld, hogy a korla-
tozds 1j kotd neve egydltalan ne szerepeljen a kifejezés torzsében, és mivel
ebben az esetben a helyettesités és a korldtozds egymadstdl fiiggetlenek, a
helyettesités ezzel a feltétellel is biztonsdgosan elvégezhetd.

2.3.12. Példa. (a-konverzidk)

x(y).yz ©q x(u).uz,
m)yz oo (viuz,
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v)(xz.z2(y) . yw) ©0 (W)Gz.2(0).3W),
vNOz.2(0) . Iw) <0 (v)(uz.z(y) . yw) . |

2.3.4. Szerkezeti kongruencia

Mint mar utaltunk rd, a pi-kalkulus egyik feladata az azonos, megegyezd
miveleteket végzd folyamatok, azaz az azonos szemantikdju folyamatok fel-
ismerése. A pi-kalkulusban ezeket a folyamatokat kongruens folyamatoknak
nevezziik.

El6szor értelmezziik a kontextus fogalmat a folyamatokra.

2.3.13. Definicio. Degenerdlt és nem degenerdlt 0:

Egy P folyamatkifejezésben a 0-t degenerdltnak nevezziik, ha a P kifejezés
01 + Oy alakii és Q1 = 0 vagy O, = 0. Egyébként a 0 nem degenerdilt.

2.3.14. Definicio. Kontextus:

Egy folyamatkifejezés kontextusdt uigy kapjuk meg, hogy a degenerdlt 0
kifejezéseit elhagyjuk, a nem degenerdlt 0 kifejezéseit a [ ] ,lyukakra”
cseréljiik ki.

2.3.15. Példa. (Kontextusok)
o A0+ Xy.0kifejezés kontextusa xy . [ ] , mivel az els6 0 degenerdlt, de
a misodik nem.

e Az Xy |z(w) kontextusdnak meghatdrozasahoz egészitsiik ki a kifejezést
a 0 kifejezésekkel:

xylzw) =xy. 0] z(w). 0,
mivel egyik 0 sem degeneralt, a kontextus:
xy. [1lzw).[].
e A (vx)(0|x(y).0) kontextusa (vx)([ ]| x(»).[ ] - o

Ha C egy kontextus és P egy folyamat, akkor a C-beli lyukak helyére
beirhatjuk a P-t, és az igy kapott kifejezést C[P]-vel jeloljik. Ez a
helyettesités ,,szoveghelyettesités”, a nevek kotéseit nem veszi figyelembe,
a P szabad nevei C[P]-ben kototté valhatnak.
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2.3.16. Példa. (Nevek a kontextusban)

7z

Ha az el6z6 példa utolsé kontextusét Cp-vel jeloljiik, akkor

Crlxz] = (v)(xz | x(y) . X2)

Crly(] = (v0)(y(x) [ x(y) . y(x)) . o
Ezek utdn definidlhatjuk a kongruencia fogalmat.

2.3.17. Definicio. Kongruencia:

Legyen R a folyamatokon értelmezett ekvivalencia reldcio. Az R-t
kongruencidnak nevezziik, ha (P, Q) € R esetén minden C kontextusra
(CIPL,CIQD € R .

A kongruencia fontos szerepet jatszik két folyamat miikodési ekvivalen-
cidjanak vizsgalatdban. El6szor a szerkezeti kongruencidval foglalkozunk, az
altalanos értelemben vett kongruencidkat majd a biszimulaciéval kapcsolat-
ban targyaljuk.

A szerkezeti kongruencia, mint a neve is jelzi, a folyamatok szerke-
zeti felépitésébdl allapitja meg a folyamatok szemantikdjdnak azonossagit.
A szerkezeti kongruencia a folyamatok kifejezéseinek felépitésébdl adodo,
,,azonnal lathat6”, nyilvdnval6” szemantikai azonossdgi tulajdonsagokat irja
le.

A szerkezeti kongruencia jele a =. A szerkezeti kongruencidt szabd-
lyokkal adjuk meg.

2.3.18. Példa. (a-konverzio)

Az x(u) .zu és x(v) . zv folyamatok kozott csupdn az u és v , kommunikaciés”
csatorndk nevében van kiilonbség, mindkét folyamat ugyanazt a miiveletet
végzi és ugyanazt az eredményt adja, az x csatornan vett jelet kikiildi a z
csatorndra. O

A példabdl is lathatd, hogy az a-konverziénak nevezett dtnevezés is a
szerkezeti kongruencia egyik fajtdja:

P=Q, haP«+, Q.

A szerkezeti kongruencia tovdbbi szabdlyai hasonlé intuitiv meggondo-
14ssal allapithat6ak meg.

A folyamatok a pdrhuzamos végrehajtdsra és a vagy-miiveletre kommu-
tativ, asszociativ és egységelemes halmazt (azaz Abel-monoidot') alkotnak,

'Az S halmaz monoid, ha elemeire értelmezve van egy egységelemes és asszociativ § XS —
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ahol az egységelem a 0.

PlQ = Q|P
PI(QIR) = (PIO)IR

P|0 = P

P+Q = Q+P
P+(Q+R) = (P+QO)+R

P+0 = P

Nyilvanvaldan helyes a kdvetkezd szabdly is:
[x=x]r.P=nx.P,
és az ismétléses kifejezésekre:
IP=P|!P.

P

Egy P folyamatra el&irt korlatozasok felsoroldsi sorrendje lényegtelen:

vx)(vy) P = (vy)(vx) P .

A korldtozds miveletekre vonatkoz6 kovetkezd szabdlyokat hatdskor kiter-
Jesztés, vagy a szabdlyt a masik irdnyban alkalmazva, hatdskor sziikités sza-
balyoknak is nevezhetjiik:

(vx)P = P, hax¢fn(P)
v P1Q = (vx)(P|Q), hax¢fn(Q)
v)P+0Q = (vx)(P+Q), hax ¢ fn(Q)
0 = 0

A hataskor kiterjesztés szabdlya fontos szerepet jatszik majd két
parhuzamosan futé folyamat kommunikécidjaban akkor, ha a korlatozas csak
az egyik folyamatra vonatkozik és a masik folyamatra a szabdly alkalmazdsé-
nak feltétele teljesiil. Ekkor a korldtozés kiterjesztheté mindkét folyamatra,
és a kommunikacié megvaldsulhat (2.4.6. példa).

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy nincs példaul (vx)(P | Q) =
(vx) P | (vx) Q szabdly, hiszen a jobboldalon levé két vx kotésben az a-
konverzié miatt az x nevek nem feltétleniil jelolik ugyanazt a nevet, mig a

S bindris miivelet. A kommutativ monoidot Abel-monoidnak nevezziik.
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baloldalon természetesen ugyanarrdl az x-rél van sz6. Ugyanakkor a (vx) (P +
0) = (vx) P + (vx) Q szabaly bevezethetd, mivel P és Q koziil biztosan csak
az egyik fog végrehajtédni.

Nem adtunk meg prefixekre és prefixes folyamatokra vonatkozé hataskor
kiterjesztés szabdlyokat sem, de az ilyen dtalakitdsokat majd a kés6bbiekben
targyaljuk.

A szerkezeti kongruencia szabdlyait a 2.2. tdbldzatban foglaljuk 6ssze.

P = Q, haPey,Q
PIQ = Q|P
PI(QIR) = (PIODIR
P|l0 = P
P+Q = Q+P
P+(Q+R) = (P+Q)+R
P+0 = P
[x=x]n.P = n.P
P = P|!P
vy P = (vy)(vx)P
(vx)P = P, hax¢fnP)
v PO = (vx)(P|Q), hax¢fn(Q)
wx)P+Q = (x)(P+Q), hax ¢ fn(Q)
00 = 0

2.2. tabldzat. A szerkezeti kongruencia szabdlyai

Lathat6, hogy a folyamatkifejezések a szerkezeti kongruencia szabdalyai-
val atalakithatéak azonos miveletet végzd, de a lefrasukban kiilonbozé kife-
jezésekre. Ezért most definidljuk a folyamatkifejezések standard formdjdt.
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2.3.19. Definicio. Folyamatkifejezés standard formdja:
Azt mondjuk, hogy a folyamatkifejezés standard formdban van, ha

vxixz..x) (PrPo| o [ Py [ 1O ] o |1 Om)

alaki, ahol P; (1 < j < n) nem iires dsszegkifejezések és Q; (1 < j <n)
standard formdban vannak. Ha i = 0, akkor a kifejezésben nincs korld-
tozds, és han = m = 0, akkor a kifejezés torzse a 0.

A standard formdban tehét korldtozas csak a kifejezés bal oldalan lehet,
és a standard forma torzsében az Osszegkifejezések parhuzamos miveletekkel
vannak 6sszekapcsolva.

Mair ismerve a szerkezeti kongruencia szabdlyait, kimondhatjuk a kovet-
kezd tételt.

2.3.20. Tétel. (Standard forma)

Minden folyamatkifejezés szerkezeti kongruens egy standard formdjii fo-
lyamatkifejezéssel.

Tehat minden folyamatkifejezés standard formara hozhat6, de nyilvan-
val6, hogy egy kifejezés standard formdja (példaul az 6sszeg és parhuzamos
miiveletek kommutativitdsa miatt) nem egyértelmd.

2.4. Miiveleti szemantika

A pi-kalkulus lehet6séget ad a folyamatok miikodésének a leirdsara. Mint
a 2.2. szakaszban lattuk, a lefrdsra a cimkézett dtmeneti rendszerek egy
szemléletes €s konnyen kezelhetd eszkozt jelentenek. Sokkal absztraktabb
modszer az, amikor egy folyamat mikodését egy hasonlé médon miikodd,
egy vele ekvivalens folyamat miikodésével adjuk meg. Az ekvivalencia
meghatdrozdsa természetesen egy , kiilsé megfigyeld” vizsgalatan alapul, gy
hogy a folyamatok miikodésének elemzésekor a folyamatok kiviilrél megfi-
gyelhetd eseményeit hasonlitjuk 6ssze.
Ennek a vizsgalatnak két mddszere van:

o A folyamatok miveleti tulajdonsdgait vizsgaljuk a miiveleti szemantika
megaddsdval, és ez vezet majd el a biszimuladciéhoz, azaz a kdlcsonds
szimul4ci6hoz.
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e A folyamatok kozott egyenldségeket adunk meg axidmakkal, szaba-
lyokkal, és ezek hasznélatdval, algebrai médszerekkel hatdrozzuk meg
két folyamat ekvivalencidjat.

A miiveleti szemantikdval ebben a fejezetben, a szimuldciéval és biszimula-
cioval a 2.6. fejezetben foglalkozunk, és az algebrai elméletet egy késébbi
fejezetben irjuk majd le.

24.1. A szemantikat leiré szabalyok

A pi-kalkulus miiveleti szemantikajat a szabdlyokkal adjuk meg, a szabalyok
alakja

L, ..., I,
——— [Ngv]
I
ahol I, ..., I, a feltételek és I a feltételekbOl szarmaztatott kovetkezmény.

Egy szabdly azt mondja ki, hogy ha mindegyik feltétel teljesiil, akkor a
kovetkezmény is helyes. Ha a feltételek halmaza iires, akkor a szabdlyt axio-
mdnak nevezziik. A NEv a szabdly elnevezésére utal.

A szabdlyokat levezetések készitésére hasznaljuk, gy, hogy a szabalyok-
bol egy levezetési fdt épitiink. A szabdlyokat egymashoz kapcsoljuk, egy S1
szabdly kovetkezménye az S2 szabdly feltételéhez kapcsolhatd, ha a benniik
levé allitasok azonosak.

Azt mondjuk, hogy egy Allitds adott feltételek mellett érvényes, ha az
allitas egy levezetési fa gyokérpontjdban levé kovetkezmény, és az adott
feltételek allitdsai a fa leveleiben szerepelnek.

A szabdlyokban levd feltételek és a kovetkezmény lefrdsara a cimkézett
dtmeneti rendszerek

P50
jelolését hasznéljuk, amely szerint a P folyamat az o miivelet hatdsdra a Q
folyamatta alakul at.

2.4.2. A miiveleti szemantika szabalyai

A miveleti szemantika szabdlyait a 2.3. tdblazatban adjuk meg.

A miiveleti szemantika szabdlyai viszonylag egyszeriiek, konnyen érthe-
téek, magyardzatra taldn elsének a Com szabély szorul, amit prefixes folya-
matkifejezésekkel az

Xy.P|x(2).0 - P|Qlz =]
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P=P P50 0=
- [STrUCT]
P — O
— [OutpuT]
Xy.P-5P
— o [INPUT]
xy).P — P
————— [Tau]
7T.P— P
a.P-5P
~ [MartcH]
[x=x]a.P — P
RN
———— [SumMm]
P+Q— P
P-5 P, bn@) nf(Q) =0
- [Par]
PIQ—P|Q
P-5P, x¢n()
~ [RES]
(vx)P — (vx)P’
PSP
——— [Rep]
'\P— P’ | P
Xy x(z)
P— P, — Q0
- 0 9 [Com]
PIQ 5P| Qlz:=)]

2.3. tdbldzat. A miiveleti szemantika szabdlyai

alakban frhatunk fel. A szabdly a P és Q folyamatok kozotti kommunikd-
ciot adja meg. A P folyamat az x néven kikiildi az y nevet, a Q pedig az
x néven veszi ezt az informdciét. Lathat, hogy kommunikécié csak akkor
valsul meg, ha a folyamatokban a kommunik4l6 nevek azonosak. A P folya-
mat az informacié elkiildése utan véaltozatlan, de a Q folyamat az x néven



22 2. A pi-kalkulus

olvasott y informiciét a szabad z neveibe helyezi. A z tehdt a Q egy for-
malis paramétere, s a kommunikacié eredményeképpen a Q-beli z formalis
paraméterek a kapott y-nal, mint aktudlis paraméterrel helyettesitédnek.

A miiveleti szemantika szabdlyai azonban nagyon specidlisak, gyakran
el6fordulhat, hogy a kifejezésekre a szabalyok nem alkalmazhatdak, példaul
a szabdlyokban levé feltételek, vagy a kifejezésekben levé folyamatok sor-
rendje miatt. A Par és Com szabdly miivelete csak akkor végezhetd el, ha a
szerkezeti kongruencia 4talakitdsait alkalmazva a kifejezést a kivant alakra
hozzuk. Ezt biztositja a STRuCT szabdly, amely azt mondja ki, hogy a szerke-
zeti kongruencia szabdlyaival 4talakitott kifejezések a szemantika szempont-
jabol azonosak.

2.4.1. Példa. (Kommunikdcio csak a kongruens dtalakitds utdn)
(xy.P10)|x(z). 0 #—,

de a kifejezést atalakitva

Fy.P10)|x(z).0 =

. P|x(z).0 —

Pl Qlz:=y] . a]
2.4.2. Példa. (A folyamatok kozotti kapcsolatok)

A BevezetSben az 1.0.1. példaban levd P, Q és R folyamatok és a kommu-
nikacidjuk a kovetkezo kifejezéssel adhaté meg:

Yx.P' | y(2).x(z).z(u) . R |xw. Q.

El6szor az y néven, majd az x néven kommunikacié fog torténni:

yx . P | y(z).x(z).z(uw) . R | 3w . Q SLIN

P (x(z).z(w) . R)[z :==x]) [ xw.Q =

P x(z).z(u) .R" | xw . Q. ]
2.4.3. Példa. (Feliigyeld program)

Az R folyamat végrehajtasat egy Q feliigyel6 program inditja el. Legyen
P=%xz|z.R,

2

€S

Q=x(y).y.
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A P az x néven kiadott z névvel jelzi, hogy az R folyamat végrehajtasra
kész. A Q feliigyel6 program, ha gy dont, hogy az R indulhat, veszi az x
néven a jelet, és ezt a nevet, azaz a z-t kikiildi a z néven. A P ezt olvassa, és
elinditja az R folyamatot.

PlQ=
(zlz. R | x(y).y =
(2] x().9) [2.R =

yy:=zl1z.R=
EIz.R—T>
R. m|

2.4.4. Példa. (Felesleges szabdlyok)

A szerkezeti kongruencia szabdlyait figyelembe véve a szemantikat leird
tdblazat is rovid lett, mivel példdul az 6sszeg miivelet kommutativitdsa mi-

att elegend6 a Sum szabdlyban a P + Q -, P’ kovetkeztetést megadni. Nem

kell foglalkoznia Q + P -, P’ kovetkeztetés szabdllyal, mivel ez a STRucT
és Sum szabdlyokbdl levezethetd:

(o2

P— P
————— [Sum]
P+Q0— P
Q+P=P+Q, P+Q-—P, P=P
- [StruCT]
O+P— P

Ehhez hasonléan szintén nem kell a szabdlyok kozott megadni a

0IP-5 ..., o|lP-5 ...

kovetkeztetésti Par és Com jellegii szabdlyokat sem. O

A korlatozasok alkalmazasara a szerkezeti kongruencia szabdlyai kozott
sok lehet&séget lattunk. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a Res szabdly is a
korlatozas bevezetésérdl szol. A szabdly szerint, ha x ¢ a, ahol P SN P,
akkor a P korlatozhaté x-szel, és ez a korlatozas az « atmenet utan P’-re
is érvényes lesz. Ez nyilvdnvald, hiszen a korldtoz4s x neve a o dtmenetben
egyaltaldn nem szerepel.
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2.4.5. Példa. (A Par szabdly)

Most vizsgaljuk meg a Par szabaly bn(a) N fn(Q) = 0 feltételének sziik-
ségességét. Legyen a = x(y), P = x(y).y és Q = y. Lathato, hogy a feltétel
nem teljesiil, hiszen bn(x(y)) N fn(y) = y. Eltekintve a feltétel teljesiilésétdl, a
Par szabdly kovetkeztetését alkalmazva

[PREFIX ]

()
x(y).y —y N

@GNy D yly

A szabdllyal kapott eredmény valéban nem helyes, mert példaul egy xz.u
folyamattal a Com szabdlyt alkalmazva

_ Xz x(y)
xz.u—u, (xy).y»Ily)—yly
(O Iy :=zllu)
z | z | u eredményt kapjuk, de a helyes eredmény nyilvanvaléan a (z | y) | u

lenne. A problémat a parhuzamos végrehajtasbol és a kommunikaciébol szar-
maz6 névprobléma, a PAR szabdly feltételeinek be nem tartdsa okozta. O

[Com]

2.4.6. Példa. (Kommunikdcio kotott és szabad nevekkel)

Mint mar korabban lattuk,

.Plx(2).0 > P|Qlz:=y].

A teljes kifejezésre adott vx korldtozds nem okoz problémat:

vx) &y . P x(z). Q) — (vx) (P| Qlz =y 1) .

Ha a korlétozas csak az egyik, példaul az Xy . P folyamatra vonatkozik, akkor
ha x ¢ fn(Q), el6szor a szerkezeti kongruencia hataskor kiterjesztési szabalyat
kell alkalmazni:

) Gy. P) | x(2). 0 =

) Gy. Pl x(z). Q) —

vx)(P|Qlz:=y]D =

V0P| Qlz:=y]1. =
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2.4.3. A kotott output prefix

Mint kordbban madr lattuk, a (vx) P korldtozds az x név hatdskorét a P folya-
matra korldtozza. Példdul a (vx) Xy . P kifejezésben, ahol a korldtozds az out-
put alanydra vonatkozik, az x név az Xy . P folyamat sajat belsé neve, és ezért
ez a kifejezés nem kommunikélhat egyetlen x(z) . Q alaku kifejezéssel sem.
Az x névre kikeriil§ y informdciét csak a P haszndlhatja, igy az Xy prefixnek
tdl sok szerepe nincs. Lényegében a (vx) Xy . P kifejezés szemantikusan a 0
kifejezésnek felel meg.

Most nézziik meg azt az esetet, amikor a korldtozds az output tdrgydra
vonatkozik. A (vy)xy. P folyamat nem az x-et, hanem a kikiildott y informa-
ciét korlatozza a P-re, és az y mdr részt vehet példaul egy x(z) . O folyamattal
torténé kommunikacidban, feltéve természetesen, hogy a Q-ban nincs szabad
y név. Ekkor ugyanis a szerkezeti kongruencia hataskor kiterjesztését végzd
miiveletének alkalmazéasaval az y korlatozasa atvihetd az x(z) . Q-ra is,

m)xy. Plx(@).0 = (vy) (xy.P|x(2).0),

és igy a kommunik4ciénak mér nem lesz semmilyen akaddlya.
Lathaté tehdt, hogy a (vx) xy és a (vy) Xy funkciéjukban 1ényegesen kiilon-
boznek, az utdbbi kiilon nevet is kapott.

2.4.7. Definicio. Kotott output prefix:

A (vy)xy prefixet kotott output prefixnek nevezziik, és roviden az x(y)
Jelekkel jeloljiik.

Az eddig megismert output és input prefixek kotott és szabad neveit a 2.4.
tdblazatban adjuk meg.

Az x(y) prefixet régebbi publikdcidkban gyakran xvy-nal is jelolték.

Ha a kotott output prefixszel szemben hangstilyozni akarjuk az Xy output
prefix jellemzd tulajdonsdgat, akkor ezt a prefixet szabad output prefixnek
nevezziik.

Az X(y) és az xy prefixek kozotti kiilonbséget a kovetkezd példaban mu-
tatjuk meg.

2.4.8. Példa. (Kotott és szabad output prefixek)
Legyen P =X(2).0, és Q = x(y).(y + z) . Ekkor

PlQ=
X2).0]x(). (0 +2) =
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bn fn
Xy.P bn(P) {x, y} U fn(P)
X(y). P || yyubn(P) | {x}Ufu(P)
x(y). P || (yUbn(P) | {x}U fu(P)

2.4. tdbldzat. Az output és input prefixek szabad és kotott nevei

v)xz.0 | x(y).(y +2) <4
vw)xw . 0| x(»).(y +2) =
OW)GEW. 0| x(y) . (v + 2)) —>
w0 |w+2) =

mw)(w +2),

és ugyanez a szabad output prefixszel:

%20 x(). (y +2) —

0|z+z=
z+z,
ami az el6z6 eredménytdl 1ényegesen kiillonbozik. o

A szemantikdnak a 2.3. tdblazatban leirt szabalyait nézve lathatd, hogy
még egy szabdlyt sem adtunk meg a kotott outputra. El6szor fejezziik ki a
kotott output jelentését egy szabdllyal:

— Xy
xy.P— P, x#y

). P 5 P

[OpeN]

2.5. tabldzat. A kotott output szabdlya

A kotott outputra vonatkozé kommunikaciét levezethetjiik a Com, REs és
Struct szabdlyok haszndlatdval. Nézziik meg, hogy mi lesz az

x(y). Pl x(z).Q
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eredménye.

_ Xy Q@)
xy.P— P, x(z).0— Q0

%y.P|x(z).0 — P|Qlz:=y]
W& . P x(2). Q) — (vy)(P | Olz := y])

[CoMm]
[REs]

Tegyiik fel, hogy y ¢ fn(Q), igy a szerkezeti kongruencia hatdskor sztikités

szabdlyat alkalmazhatjuk:

&Y. P x(2).0) = (vy)Xy.P) | x(z).Q,
és a kongruencia kommutativitdsa miatt
OMGy-P)|2(2). Q = )Gy Pl x(2). Q)
)Xy . P)| x(z). Q — (vy)(P | Qlz :=y])
W@y P) | x(z). 0 — )P Qlz == y])

A kovetkezményre a kotott input jelolését haszndlva

[STrUCT]

X(0). P1x(2). 0 = (P Qlz:=y]).
Ebbdl a levezetésbol egy dj szabalyt konstrudlhatunk:

x(z)

). P3P .00
X(). Pl x(z). 0 — (v)(P| Qlz := y])

Az y a folyamatok sajit neve, ezért nézzilk meg, hogy mi torténik az

x(z).0 ﬂ Q atmenettel konkrét x(y) input esetén. Az x(z).(Q-ra egy a-

konverziot alkalmazva:

x(2). Q0 =x(y).0lz:=y],

és ebbdl a Prerix szabdllyal

*(). 0lz = ¥1 <5 Qlz 1= 31,
igy ezekbdl a STrucT szabdly alkalmazdsdval
x2). 0 =x(y).Qlz:=y], x(»).0lz:=)y] il Olz :=y]

2.0 0Lz =y
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()

30).P3 P x2).05 0=y
X(). Pl x). 0 — (vy)(P| Qlz := y])

2.6. tdbldzat. A CLosE szabdly

[CLoSE]

és ezzel mar kimondhatunk egy 1j szabdlyt, amit CLose-nak neveziink (2.6.
tablazat).

Lathat6, hogy a feltétel output miiveletében az y-ra adott korldtozds a
kommunikécié utdn mar a teljes folyamatkifejezésre vonatkozik.

A miiveleti szemantika eddig megismert szabdlyait a 2.7. tdbldzatban
foglaltuk ossze.

2.5. Konstansok és fiiggvények

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy a pi-kalkulus folyamatkifejezéseivel
hogyan lehet leirni konstansokat, ezeken értelmezett miiveleteket, fiiggvénye-
ket. Ez a témakdor nagyon hasonlit a A-kalkulusnak ahhoz az érdekes alkalma-
z4si teriiletéhez, amelyben meg lehet mutatni, hogy szinte mindent le lehet
irni A-kifejezésekkel ([8, 9]). Itt is errdl lesz szd, latni fogjuk, hogy nem csak
a A-kifejezésekhez, hanem adott folyamatkifejezésekhez is hozz4 lehet ren-
delni kozismert matematikai, informatikai fogalmakat. Most is beszélhetiink
a tréfas a tipus csak illdzié” kifejezésrdl, és majd latni fogjuk ennek az 4l-
litdsnak a hatterét.

A lefrashoz a poliadikus pi-kalkulus kifejezéseit fogjuk haszndlni, ezért
el8szor ezzel a témakorrel foglalkozunk, és csak utdna adjuk meg néhany kon-
stans és fliggvény folyamatkifejezését. A természetes szimokon értelmezett
Osszeadas fliggvényhez rekurziora lesz sziikség, ezért ebben a fejezetben mu-
tatjuk meg, hogy a pi-kalkulusban hogyan lehet a rekurziét rekurzié nélkiil, a
replikdcié miveletével leirni.

2.5.1. Poliadikus pi-kalkulus

A (monadikus) pi-kalkulusban a prefixek csak egy névre vonatkoznak, a
folyamatok mindig csak egy-egy néven keresztiil kommunikédlnak, azaz a
folyamatoknak mindig legfeljebb egy paraméteriik van. A toébbparaméteres
kifejezések azonban mas teriileteken megszokottak és természetesek, ezért
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[0
P=P, P— Q, =0
9 2=0 [STrUCT]

P50

xy.P = P, x#y
[Ourpur] — [OPeN]

— Xy — x(y)
xy.P— P x(y).P — P

—— [InpPuT] ————— [Tad]
x(y).P—= P T.P— P
a.P-5P

[x:x]a.PLP

[MartcH]

a

P— P
P-5 P, bn@)nfi(Q) =0
PIQ-—P|Q

[Sum]

[Par]

PpLp, 08
PIQ-5 P Qz:=y]
Pi>P’, x ¢ n(a)

[CoMm]

- [REs]
(vx)P — (vx)P’

PSP
—————— [Rep]
P -5 P | P
_ %) ()
xXy).P— P, x(z).0 — Qlz:=y]

X(). Pl x(z). 0 — (vy)(P| Qlz := y])

[CLosE]

2.7. tdbldzat. A miiveleti szemantika szabdlyai

most a pi-kalkulust ezzel a jellemzével bovitjiik, és ezt a kalkulust poliadikus
pi-kalkulusnak fogjuk nevezni.
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2.5.1. Definicio. A poliadikus pi-kalkulus prefixei:

A poliadikus pi-kalkulus kifejezései csak a folyamatok output és input pre-
fixeiben kiilonboznek a 2.3.1. és 2.4.7. definiciokban megadottaktol:

mu=xy | xG) | XG) [ xy | ...,
ahola ~ jel arra utal, hogy a paraméterek szdma egynél nagyobb is lehet.

Nézziikk meg részletesen a prefixeket. A poliadikus kotott output és a
kotott input prefixeket az

X® = XO0nYy2--y) = X0 .X02) . . X(0)
X3 = xOy2,--5 V) x(D) . x(2) . .. x(n)
alakra bonthatjuk ki.

Mivel a () zaréjelpdr az input és output prefixekben mindig a kotést jeldli,
a szabad output és szabad input prefixek lefrdsdban a ( ) zardjeleket haszndl-
juk. Ezek a zérdjelek itt nem paramétert jelolnek, csupédn a szabad output és
szabad input prefixek targyainak megadasara szolgéalnak:

Xy X1 Y2s -9 Vn) = XV1-XV2. oev . XVn
Xy = X(V1Y2e-0Yn) = XV1XV2. e XY

A poliadikus kifejezések kommunikacidja azonban nem trivialis. Azt varjuk,
hogy
W.P|x(2).0 > P|QIz:=7]

legyen, de azonnal latszik, hogy ha |W| jeldli a W neveinek darabszdmit,
akkor a kommunikacidhoz az |j| = |Z| feltételt meg kell kovetelniink.

A probléma azonban ennél silyosabb, ezt a kovetkezd példaban mutatjuk
meg.

2.5.2. Példa. (Poliadikus kommunikdcio — hibdsan)
Legyen
X(vi,v2) Pl X(wi,wp). Q| x(z1,22) . R .

Ha ezeket a rovid jeloléseket a fentiek alapjan 4tirjuk az eredeti kifejezésekre,
akkor az

xXvi.xvy Pl awy.xws. Q| x(z1) . y(z2) . R

kifejezést kapjuk, és az elvégezhetd redukalasokkal példaul a kovetkezd ered-
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ményt is kaphatjuk:
Tvy . Xva. P Tw s . 0] x(z) . v(z) . R ——

Ty Pl Iw 3w Q| X(z2) . Rlzi == vi] —

Xvo.P|xwy. Q| R[z1 :=Vv1,20 :=wi],

vagy egy madsik lehetséges redukélas az

T .Xva. P I . Q] x(z) . v(z) . R ——

X w2 Pl Iws. Q] X(z2) Rlzi i=wi] —

Xvo . Pl Xxwy. Q| R[z1 :=wi,20 :=vi]

eredményt adja, és nyilvan még tovabbi redukalasi lehet6ségek lehetnek. O

A példabdl az latszik, hogy az eredményben a kiilonb6zd paraméterek
Osszetartozo nevei konnyen Osszekeveredhetnek.

A paraméterek megkiilonboztetésének problémdjat dgy tudjuk
megoldani, hogy bevezetiink egy 1j nevet, és korldtozzuk ennek a névnek a
hasznélatdt az output miiveletre. Az output nevén kikiildjiik ezt az dj nevet és
az output paramétereit ezen az dj néven kiildjiik ki:

XO1,Y2, -0 P = (Yp)Xp.Dy1.Dy2. ... .DYn.P.

A p név az x néven elGirt input-output mivelet kommunikacids csatorndja-
nak tekinthet6. A poliadikus input miiveletet tigy alakitjuk at, hogy el&szor
olvassuk ennek a kommunikaciés csatorndnak a nevét egy Uj g névbe, majd
ezen a néven vessziik az output mivelet jeleit:

X1, Y25 0590 Q & (@) -q(y1).q(2). ... .q). 0.

Lathatd, hogy a két folyamat kompozicidjanal el6szor az xp és x(q) kommu-
nikécidja fog megtorténni, ezzel , felépiil” a két folyamat kozotti kapcsolatot
tart csatorna neve, €és a tovdbbi kommunikéciék mar ezen a néven fognak
megtorténni. A vp korldtozds biztositja, hogy madsik polimorfikus output
ebbe a kommunikacidba nem fog beleavatkozni.

2.5.3. Példa. (Poliadikus kommunikdcio — helyesen)

Nézziik az el6z6 példiaban szerepld folyamatkifejezést, és a fentiek sze-
rint frjuk 4t az egyes kifejezéseket. Legyenek p és g Uj nevek, melyekre
p,q & fn(P) U fn(Q) U fn(R) . Ekkor

XV, v2). P x{wi,w2). Q| y(z1,22).R =
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vp)(xp.pvi.pv2. P)| (vp) Gp . pwr.pw2. Q) | X(q) . q(z1) - q(z2) . R .
Feltételiink alapjan a p korldtozdsa kiterjeszthetd az R-t tartalmazé folya-
matra, és igy feltehetjiik, hogy a Q és R els6 prefixeinek kommunikacidja
hajtodik végre els6 1épésként. Ennek eredménye:

(vp) (xp.pvi.pv2. P)| (vp) (pwi . pw2. Q| (4(z1) . 4(z2) . R)lq := p]) =
(vp) Gp . pvi P2 P) | (vp) (w1 . pw2. Q1 p(z). pz2) .R ) —

vp)Gp.Pvi . Pv2. P) | (vp) (ws . Q| p(z2) . Rlzi := wi] ) —
(vp)(xp.pvi.pv2.P)| Q| RI[z1 :==wi,22 := wy] .

Lathat6, hogy most mar a poliadikus paraméterekben 1évé nevek nem keve-
redtek Ossze. O

A tovabbiakban mindenhol, ahol poliadikus, azaz tobbparaméteres folya-
matkifejezések kommunikacidjardl lesz sz6, az input és az output prefixek
fenti 4talakitdsat mar nem részletezziik és nem jeloljiik, csupdn a T dtmenetre
koncentralunk. Az 1j szabdly tehat a kovetkezo:

G @)
P— P, 0—0, =L

PIQ -5 P QIZ:=7]

[PoLy-ComMm]

2.8. tdbldzat. A poliadikus kommunikaci6 szabdlya

2.5.2. Folyamatkifejezés absztrakcioja

A folyamatoknak lehetnek paramétereik, egy folyamat paramétereinek
szama, azaz aritdsa egy nemnegativ konstans szam. A folyamatokat absz-
trakci6val adjuk meg.

2.5.4. Definicio. Folyamatabsztrakcio:
Egy n > 0 aritdsu P folyamat absztrakcioja az

(X1, X2, .., X,) . P

alakii kifejezés, ahol az x; (1 < i < n) nevek az absztrakcio vdltozoi, azaz
formdlis paraméterei, ezek pdronként kiilonbozdek és x; ¢ fn(P) .
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A folyamatkifejezéseket és a folyamatabsztrakcidkat egyiittesen gyakran
dgenseknek is nevezik.

2.5.5. Definicio. Definidlo egyenliség:
Ha a fenti absztrakcionak az F nevet adjuk, akkor ezt az

def
F — (x1,x2,...,%,).P

Ldefinidlo” egyenldséggel jeloljiik.

Az absztrakci6 formalis paraméterei kotést is jelentenek, a paraméterek kotot-
tek P-ben és hataskoriik P. A P kifejezést az absztrakci6 torzsének nevezziik.

2.5.6. Definicio. Absztrakcio példanyositdsa:

def

Az F = (x1,X2,...,X,).P absztrakciobol egy konkrét folyamatot iigy
kapunk meg, hogy P-ben az x; formdlis paramétereket aktudlis, konkrét
kifejezésekkel helyettesitjiik. Ha az aktudlis paraméterek P; (1 < i < n),
akkor az F egy ilyen példdnya

F<P1,P2,...,Pn> = P[X1 = Pl,)CQ = Pz,...,xn = Pn] .

Ezt a miiveletet pszeudo-applikdcionak, vagy roviden példdnyositdsnak
nevezziik.

A definiciban leirt azonossagot a szerkezeti kongruencia egy 1j szabalyanak
is tekinthetjiik.

Az F{(Pi,P,,...,P,) kifejezésben a P; aktudlis paraméterek kiilon-
kiilon is megadhatdk, példaul az F (Pi, P, P3) kifejezés F (P1) (P») (P3),
F (P, Py) {(P3), vagy akér F (P;) (P, P3) alakban is felirhat6.

2.5.7. Példa. (Egy absztrakcio és két példdnya)

Ha egy P nevti folyamat torzse P’ és két paramétere az x és y név, akkor ezt a

def

P (x,y). P

absztrakciéval jeloljiik. A

P{Q,R)=P'[x:=Q,y:=R],
P&y =Plx:=xy:=1]

a P egy-egy példanya. O
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Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a folyamatabsztrakci6 definicigjdban a P
elotti nevek a folyamat formadlis paraméterei, és nem tévesztenddek Ossze a v
jeld korlatozéssal vagy egy prefix miivelet kotott paramétereivel.

Egy folyamat aktudlis paraméterértéket kommunikaciéval is kaphat, ezt
mutatjuk meg a kovetkez6 példaban.

2.5.8. Példa. (Aktudlis paraméter kommunikdcioval)
Legyen példaul

def
P

(x).x(0,2).0.0.7,

ez egyébként a 2 szdmjegy folyamatkifejezése (1dsd 2.5.5. pont). Ekkor
P{v)y=v(o,2).0.0.7 .

Ha az u(v). P (v) folyamatot pairhuzamosan futtatjuk egy ur folyamattal, ak-
kor

ur|u(v).P{v) =

ar | u(v).v(0,2).0.9.7 —
r(o,7).0.0.z7 =

P(ry,

azaz a 2 szam atkeriilt az r névre. O

2.5.3. Logikai konstansok

Reprezentaljak a logikai konstansokat a kovetkezd poliadikus folyamatkife-
jezés absztrakciok:

True

0.1t f) .1,
0.0t . f.

def

False

A kifejezésekben szerepld / név a kifejezések formadlis paramétere, ez lesz
a kommunikécids csatorna, a kifejezések a logikai miiveletekkel majd ezen
keresztiil kapcsolddnak ossze.

Lathat6, hogy a True konstans az / néven vett elsd, a False konstans az /
néven vett masodik néven kiild ki egy k6zombos, nem jelolt informaciét. A
logikai konstansokat tehdt igy tudjuk ,kiolvasni”, hogy az [ néven outputként
megadjuk azt, hogy a true vagy false érték jelzését melyik néven vérjuk, és
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azt a folyamatot a logikai konstans folyamatkifejezésével parhuzamosan fut-
tatjuk.

2.5.9. Példa. (A True logikai konstans megjelenitése)

A kommunikdéciés csatorna legyen az u. A true érték jelzése j6jjon a v, a false
jelzése j6jjon a w néven.

(vu) (True (uy |[u{v,w)) =

i) Cult, ). 71T (v, w) ) —>
(vu)v =

V. O

Ezekhez a logikai konstansokhoz adjunk meg egy j6l mikodd If-Then-
Else kifejezést. El6szor adjuk meg a P vagy Q ,.eldgazas” kifejezését. Legyen

Cond =&

(P.q. D).t ) fY.(t.p+f.9)) Lt f¢f(p.q),

P

18y _
Cond(P,Q)=().(vt, NIt ). . P+ f.Q0)).

Ha a True és False konstansok jelolésére a Bool kifejezést hasznaljuk, akkor
a

(vD) (Bool () | Cond (P, Q) (1))

kifejezés elemei az / néven kommunikalnak és ez a kifejezés True (/) esetén a
P, False (I) esetén a Q kifejezést adja eredményiil. Ennek felhasznélasaval

def

If-Then-Else (fsp,q. D). (vD (f (| Cond{(p,q) (D)),

vagy részletesen kiirva a Cond kifejezést is:

def

If-Then-Else fo 2, @ D). D (D L0t ) fY (t.p+ f.9)),

ahol az f formdlis paraméter aktudlis értéke True vagy False, p és ¢
paraméterekbe keriilnek a kifejezés then és else dganak aktudlis kifejezései, [
pedig a kommunikécids csatorna.

2.5.10. Példa. (Az If-Then-Else True P’ P” kifejezés)
Tegyiik fel, hogy L ¢, f ¢ fn(P’, P""), ekkor
If-Then-Else (True, P’, P") {I) =
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D (True(ly | Cond(P’,P") ) =

oD (I, f). 1| (vt,f)(i(t,f).(t.P’ +f.P"))=

oLt f)( l(t,f).i | Z(t,f) (t.PP+f.P")) LI

oLt f)(T|(t.P +f.P")) -

Lt f)(P)=

P . ]

2.5.11. Példa. (Az If-Then-Else False Q' Q" kifejezés)

Most is tegyiik fel, hogy I, ¢, f ¢ fn(Q’, Q”), ekkor

If-Then-Else (False, Q’, Q") (I) =

(vl) (False (l) | Cond(Q’, Q") {I)) =

DU FloL UG .. Q +f.Q") =

VLA F LI f) (1.0 + Q") —

VLLHFIE.Q+ f.0") —

Lt f)(Q") =

Q// . O
Mivel mar ismerjiik az If-Then-Else folyamatkifejezést, a konstansokon

értelmezett logikai fiiggvények meghatarozdsara hasznalhatjuk a programo-
z4sbol jol ismert optimalizdlt kiértékelés modszerét:

and F P = if-then-else F P false ,
or FQ = if-then-else F true Q ,
not F = if-then-else F false true .

A logikai fiiggvények argumentumai adott néven vett logikai értékek. Tegyiik
fel, hogy F-t, az els6 argumentumot az [ néven kapjuk, and esetében a P-vel,
or esetében a Q-val jelolt masodik argumentumot pedig a j néven. A logikai
fiiggvények eredménye keriiljon a k névre.

A logikai fiiggvények if-then-else atirasabol latszik: lehetséges, hogy az
and esetében az if-then-else masodik argumentumat, azaz a j néven kapott P-
t, or esetében az if-then-else harmadik argumentumat, vagyis a j néven kapott
O-t kell a k néven eredményként kiadni. Minden més esetben outputként a k
névre a megfeleld Bool (k) kifejezés keriil.

Készitsiink egy olyan masol6 kifejezést, amelyik a p logikai értéket a j
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névrdl atmasolja a k névre, a folyamatkifejezés neve legyen ChCh:

ChCh =L

(P 3 K) . (P () | jt, ). (2. True (k) + f . False (k)

Ennek felhasznéldsdval a logikai fiiggvények lefrdsira az

def

If-Then-Else’ (f,p. L j, k).
Ol (F Loty f) (It f) . (t.ChCh(p, j. kY + f.ChCh{(p, j.k})))

kifejezést haszndlhatjuk, amiben majd a megfelel6 helyeken a ChCh
kifejezéseket lecseréljik az optimalizalt kiértékelésben megadott logikai
értékekre. Az optimalizalt kiértékelés eljardsait haszndlva a logikai fiiggvé-
nyek a kovetkezok:

And 2L (£, p.1 k).

WD (f D1 vt ) (<t f) - (6 .ChCh (p, j. k) + f . False (k))))

def

Or (f’q,l,j,k).
0D (FAY | Ot ) (14t f) . (. True (k) + f.ChCh{g, j,k))))
Not =L (f,1,k).

D (fX) | vt, f) (I4e, fy . (¢ . False (k) + f. True (k))))

2.5.12. Példa. (Az And False True kifejezés)

A fent megadott logikai fiiggvényeknek megfelelden, legyen a False és True
folyamatkifejezése az [ és j néven, az eredményt pedig a k néven varjuk.

And (False, True, [, j, k) =

(vl) (False (1) | (vt, f) (1{t, f).(t.ChCh{(p, j,k) + f.False (k)))) =

0Lt (UL ). F 1 (14, £y .(t.ChCh{(p, j.k) + f.False (k)))) —>

oLt f)(f | (t.ChCh{(p, jk) + f.False(k))) —

i, t, f)(False<k)) =

False (k) . |
2.5.13. Példa. (Az Or False True kifejezés)

Or (False, True, I, j, k) =
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D) (False({l) | (vt, f)(i(t, f).(@.True<k) + f.ChCh(True, j,k)))) =
oLt YU, f). F 1L f) (¢ True (k) + £.ChCh (True, j,k)))) —
oLt f)(f | (t.True (k) + f.ChCh(True, j,k))) —

(vl,t, f)ChCh (True, j, k) =

Wi, t, ) (True (j) | }(t,f).(t.True (ky + f.False (k))) =

oLt )i, f).T | j, f) . (t. True (k) + f.False (k))) —

ol t, £)(7 | (t.True <k) + f.False (k))) —

i t, f)True (k) =

True (k). ]

2.5.14. Példa. (A Not True kifejezés)

Not (True, [, k) =

D (True(l) | (vt,f)(i(t,f).(t. False ¢ky + f.Truek)))) =

oL, I ) 1] ( Z(t,f) .(t.False<ky + f.True<k)))) =

ol t, £)(T|(t.False k) + f.True (k))) —

i, t, f)False (k) =

False (k) . ]

A logikai konstansok €s az if-then-else kifejezésben szerepld elvet fel-
hasznalva nagyon kénnyen megadhat6 a tobbirdnyt eldgazas folyamatkifeje-
zése is.

2.5.15. Példa. (Tobbirdnyii eldgazds)

A példdban egy Otirdnyd eldgazdst mutatunk be. Az i-edik eldgazas
kivélasztasat az

def —
E; = l(a1,as,a3,a4,05) .q;

folyamattal végezhetjiik el, amely az / néven kommunikal az eldgazasok
2(al,a2,a3,a4,a5).(a1 .Pi+ay.Py+a3.P3+ay4.P4+as.Ps)

kifejezésével. Nyilvanvald, hogy ha példdul az E, folyamatot ezzel a kife-
jezéssel parhuzamosan végrehajtjuk, akkor a P, eredményt kapjuk meg. O
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2.5.4. Megsziino és ismétlodo folyamatkifejezések

Az ebben a fejezetben targyalt folyamatkifejezések mindegyike olyan volt,
hogy ha hasznaltuk a kifejezést, akkor a kifejezés megvaltozott. Input esetén
a formalis paraméterek felvették aktudlis értékiiket, output esetén a hasznalt
prefix még ki is torlddott a kifejezésbdl. A folyamatok miikodése a legtobb
esetben az ,.esemény nem figyelhetd meg” allapotot leird 0 jellel fejezddott
be.

Ez azt jelenti, hogy egy kifejezés eredeti alakjdban csak egyszer volt
hasznalhat6, ami nem teszi lehet6vé a kifejezéssel leirt miikodés folyamatos,
tobbszori végrehajtasat. A folyamatot az eredeti dllapotdban mindig djra kell
inditani.

Ez a jelenség kiilonosen problémds a konstansok esetében, hiszen ha
példaul egyszer hasznéltunk egy True értéket, akkor a hasznalat utdn ezt a
kifejezést mar nem tudjuk tobbszor hasznalni.

2.5.16. Példa. (A Not kétszeri alkalmazdsa)
Azt varjuk, hogy a
True () | Not(l, k;) | Not(l, k) —* False (k;) | False (k)

legyen, hiszen mindkét Not miivelet az / néven veszi az input értéket. Ez
azonban nem lesz igy. Mint azt a 2.5.14. példaban lattuk, az elsd két folyamat
kompoziciéjdnak eredménye (a most megadott nevekkel) False (k;), és azon-
nal lathatd, hogy a True kifejezés eltlint, tobbet ebben a kifejezésben nem
hasznalhat6. Rdaddsul a kompozici6 False eredménye a k; névre keriilt, és a
masodik Not még csak ezzel sem tud kommunikalni, mivel az / néven varja
az inputot. O

Ez a probléma a P ismétlésének vagy replikdciéjanak nevezett |P alaku
kifejezéssel oldhaté meg, hiszen mint a 2.3.2. definiciéban lattuk,

\P=P|IP.

Ha a kifejezéstinkben P helyett a ! P-t haszndljuk, akkor ha végrehajtaskor a P
eltlinik, a ! P kifejezés még megmarad, amibdl tjabb P folyamatot vagy akar
tobb P folyamatot lehet levalasztani.

Az ilyen ,,6r0k, allandé” folyamatokat ismétlddd folyamatoknak nevez-
zik, az egyszer végrehajthaté folyamatok a megsziing jelzét kapjak.

Egy P megsz{ind folyamat kifejezésének ismétl6dd valtozatat *P-vel
fogjuk jelolni.
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A logikai konstansok ismétl6dé folyamatkifejezései a kovetkezok:

def

0., f) .1,
.. T

*True

def

“False

2.5.17. Példa. (A Not kétszeri alkalmazdsa a * True konstansra)
*True () | Not ([, k1) | Not(l, kp) =

Vi, f) .t | Not (L ki) | Not{L k) =

It ).tV f).t] Not{l, ki) | Not(l, ky) =

It, f) .t INot(l ki) | VI(t, f).t| Not(L ka) .

Az els6 két kifejezésre felhaszndlva a 2.5.14. példa eredményét:
False (k1) | ' Iz, f) . 7| Not{l, ko) =

False (ki) | 1z, f) . 1111z, /). 7| Not{l, k) =

False (ki) | I(t, f).t | Not(l ko) | Iz, f) .1,

és ismét a 2.5.14. példara hivatkozva az eredmény:

False (k;) | False (k) | 1 I(¢, f) .1 .

Tehat megkaptuk a vart eredményt. A kompozicié harmadik tagja a *True (/)
kifejezés, tehat a *True konstans is megmaradt az [ néven. O

2.5.5. Természetes szamok

Ebben a szakaszban el&szor a természetes szamokra adunk meg folyamatki-
fejezéseket. Az n természetes szam ismétlédd folyamatkifejezését jelolje [n].
A szamok kifejezéseire meg fogunk adni olyan Succ és Zero kifejezéseket,
amelyekre

Succ [k] —* [k+11,
True, ha [[k] = [[0]

+
Zero [kl — {False egyébként,

igy a szdmok szdmjegyrendszert vagy roviden szdamrendszert fognak alkotni.



2.5. Konstansok és fiiggvények 41
2.5.18. Definicié. A természetes szdmok:

Legyen az n természetes szdm folyamatkifejezése

] == ().1x(0,2).(@)" .2,
ahol (0.)" az o. ... .o rovid jelolése.
—

2.5.19. Példa. (A természetes szdmok)

01 =£ (.%0.2).2

N1 =L .%0.2).9.3

121 =L  (%.!%0.2).9.5.2

B =L  (%.!%0.2).9.5.5.2

O

Lathat6, hogy a természetes szdmok kifejezéseiben a z-re azért van sziik-
ség, hogy a nulla természetes szamot is meg tudjuk adni, kiilonben a nullara

nem lenne megfigyelhetd esemény.

A szdmokat ugy tudjuk ,,0lvasni”, hogy az x kommunikécids csatorndn
megadunk két nevet, és ha a szam értéke k, akkor az els6 néven k darab output
jelenik meg, a méasodik néven egy darab output. A masodik néven jelentkezd
output a szam értékét reprezentdld jelsorozat befejezéseként, zard jeleként

értelmezhetd.

2.5.20. Példa. (A nulla és a 3 szdm folyamatkifejezése)

Ha a szamok kommunikécids csatorndja az u, szadm értékét a v, végjelét a w

néven varjuk, akkor

(vu) (O] () | u v, w) ) =

vu) (u(0,2).7 | T, w) ) —

(vu) (lu(o,2) .Z2|w) —*

(vu) 'u(o,2) .7,

és

(vu) (3] ) | u v, w))
z

vu) (u(0,2).9.0.0.2 | (v, w) ) —
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o) (1(0,2).9.0.6.2|v.5.5.w) —* wRE LYY

|

(vu) 'u(o,z).0.0.0.7.

A példabdl is lathatd, hogy a szdmok folyamatkifejezései a miiveletek
elvégzése utdn megmaradnak.

A succ n kifejezés az n + 1 szdmot éllitja el6. A succ fliggvény folyamat-
kifejezése a kovetkezd:

*Suce =L (x,y).%(0,2).5.%(0,2) .

A Succ kifejezésnek két formalis paramétere van, az x névre a succ n bemend
paraméterét, azaz az n szam folyamatkifejezését kell adni, €s az y néven kell
megadni, hogy milyen neveken véarjuk az eredmény szamértékét és végjelét.

2.5.21. Példa. (A Succ [2] kiértékelése)

Hatdrozzuk meg a succ 2 folyamatkifejezését. Az eredmény szamértéke és
végjele keriiljon a p és g névre, és ezt a Succ kifejezésnek a v néven adjuk
meg. A novelend6 szdm kommunikacids csatorndja legyen u.

(vu, v) (Succ (u, vy | [2]1 (u) | vip.q) ) =

1,v) ( (0,2).0.74(0,2) | 'u(0,2).()*.Z| ¥(p.q) ) —

) (10,2050, ) | P (p,q) | u(0,2). @7 .7) >

p
vu,v) ('W(0,2).0.1{0,2) | u{p,q) | 'u(o,z).(0)*.2) SN
v, v) (19(0,2).0.1¢0,2) | (p)*.q | u(0,2).(0)*.7) —* R p.p.q
vu,v) (W(0,2).0.10,2) | 'u(0,2).(0)?.2).
Lathat6, hogy a p névre harom output keriilt. O

A Zero folyamatkifejezés megaddsa viszonylag egyszerd, hiszen ha a
szamjegy kiértékelésekor a definidlasdban szerepl6 o néven nincs jel és
megjon a z néven a végjel, akkor a szdm biztosan nulla. Mivel a 7z az utolsé
miivelet, ha el6szor egy o jelet kapunk, akkor a szdm biztosan nem nulla.

Igy a Zero fiiggvény folyamatkifejezése a kovetkezs:

“Zero =L (x,y).!%(0,2). (0. False (y) + z. True (y)) .

A folyamatkifejezésnek két formdlis paramétere van, az elsé a szam-
jegy kifejezésével a kommunikacids csatorna, és a masodik néven megadott
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csatorndn jelenik meg a fiiggvény értéke.

A konyv tovabbi részében a rovidebb levezetések érdekében — ha nem
feltétleniil sziikséges — a | P helyett csak P-t irunk, azaz az ismétlodd alakjuk
helyett a megsziind alakjukat haszndljuk, annak a tudatdban, hogy ha ezt nem
tennénk, a ! P alaku kifejezések a levezetések végére megmaradndnak.
2.5.22. Példa. (A Zero[0] és a Zero [[3] kifejezés)

Tegyiik fel, hogy a kiértékelések kommunikéciés csatorndja az u és az ered-
ményt a w néven varjuk.

(vu,w) (Zero{u,w) | [0] {u) ) =

(vu,w) (ufo,z).(o.False (w) + z. True (w)) | u(o,z).z) SLIN

(vu, w) ( (0. False (w) +z. True (w)) | 7 ) —
(vu, w) True (w) ,

és
(vu, w) (Zero {u,w) | [31{u) ) =
(vu, w) ( 1i{0,2) . (0. False (w) + z. True (w)) | u(o,z).(0)*.7) —

(vu, w) ( (0. False (w) +z.True (W) | 0 .(0)>.7) —
(vu, w) ( False (w) | (0)2.7) —*
(vu, w) False (w) . |

A pi-kalkulusban — természetesen — megadhat6 a két természetes szdm
Osszeadasat végz6 Add folyamat kifejezése is. Tegyiik fel, hogy az n + m =
w miiveletet kell elvégezniink, tehat az Add folyamatnak hdrom paramétere
lesz. Az n és m szdm legyen az i és j néven, a w eredményt tegyiik a k névre,

2 421, 4 £

Az Add miivelet elvégzésének elve az lesz, hogy

e han = 0, akkor a [w] eredmény r és s neveire az [m] adatait kell
atmasolni,

o egyébként elészor a [w] eredmény r csatorndjara n darab jelet kell ki-
adni, majd a jelek kiadasat az [m] adataival kell folytatni az r és s
néven, azaz tovabbi m darab outputot kell adni a [w] eredmény r nevére
és egy outputot az s nevére.
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Ehhez el8szor készitsiink egy Copy folyamatot, amelyik az x néven levd
szamot dtmasolja az y névre:

Copy =L (x,y). 15(0,2).%¢0,2) .

A masoland6 szamot az x néven kell megadni, és a mdsolds eredménye az y
néven megadott csatorndkon jelenik meg.

2.5.23. Példa. (A [[3]] mdsoldsa)

(vu,v) ( Copy (u, v) | [31w) [ Vip,q)) =

v, v) ( v(0,2).1(0,2) | u(0,2) . (0)’Z | ¥{p.q) ) —>

vu,v) (7 {p,q) | u(0,2).(0)’7 ) —

(vu,v) Cp)%‘]. O

A példa utolsé eldtti sordbdl kiolvashatd, hogy ha az u néven adott szam
értékét és zar6 jelét a p,q nevekre akarjuk mdsolni, akkor elegendd az u
névvel adott szdmmal parhuzamosan egy u(p,q) folyamatot futtatni. Ezt
hasznéljuk majd fel az Add kifejezésben az m szam adatainak dtmdsoldsara.

Igy mar megadhatjuk az Add (i, j, k) kifejezést:

Add =L

(i, j, k) . k(r,s).i{p,q) . Add" ,

ahol
Add* = p.7.Add" +¢.j(r,s).

Az n és m szamok Osszeadasat az

Add (i, j, k) | [n]l Gy | Tl () | k<r, )

végzi el, ahol a k (r, s) kifejezéssel adjuk meg, hogy az Ssszeadds eredményét

az r és s neveken varjuk. Lathat6, hogy a k néven torténd kommunikacié
eredménye az Add* kifejezésben kétszer is megjelenik,

e az r névre sziikség van, mert az r-re masolja az n szdmbdl jov6, az n
értékét reprezentdld outputokat,

e mdisrészt az m mdasoldsdnak is k lesz outputja, azaz a masolds ered-
ménye az r és s neveken jelenik meg.
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Az Add* kifejezés egy rekurziv kifejezés, de majd a kovetkezd sza-
kaszban latjuk, hogy a rekurzié a pi-kalkulusban nem okoz problémat, a
rekurziv folyamatkifejezés atirhaté rekurzidmentes kifejezésre.

2.5.24. Példa. (Az Add2 1 kifejezés)

Az 6sszeadds eredménye keriiljon az a €s b nevekre.
Add (i, j, ky [ 121 <) | T1D ¢y | &k (a, by =

k(r, s).1(p.q). Add" | [21 <) | [11¢)) | k{a,b) —>
i(p,q).Add* | [20160) | 11

és a helyettesitést az Add*-ban is elvégezve
p.a.Add* +q.j{a,b).

Tovabb folytatva a miiveleteket, beirva a 2 szdmjegy i(o,z).0.0.z7 kife-
jezését, majd az Add* kifejezését is,

i(p.q) .Add" | i(0,2).9.9.2 | [1](j) —

Add* | 5.7.71 [11¢)) =

(p.a.Add* +q.j¢a,b))| p.7.9| 111 —

a.Add* |5.71[11¢) sk g
Add* [ 7.7 | [11¢)) -

Lathat6, hogy az a néven megjelenik az elsé jel. Beirva az Add* kifejezést és
tovabb folytatva, a 2 szamjegy masodik p kifejezésére megkapjuk a masodik
a-tis. Ezutdn

Add* | g | [1]¢)) =
(p.a.Add" + q.j(a.b)) | g | 111 ()) —
Ja,by | T -

Ett6l a ponttél, mint a 2.5.23. példa utini megjegyzésben mar lattuk,
megkezdddik a j néven 1€v6 1 szdm dtmdsoldsa az a, b-re. Ha ez befejez6dik,
eredményiil harom a és egy b jelet kapunk. O
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2.5.6. Rekurzio és replikacio

Az el6z6 szakaszban az 6sszeadas egyik rész-mfiveletét rekurziv folyamatki-
fejezéssel adtuk meg. Most megmutatjuk, hogy a rekurziv folyamatkifejezé-
sek a replikacié alkalmazasaval rekurzié nélkiil is leirhatok.

A rekurziv kifejezés legyen

def
A

(x). 04,

ahol
Oa=...Ay...AW)...,

azaz Qu-ban akdr tobbszor is el6fordulhat kiilonb6z6 paraméterekkel az A
meghivésa. Ez azt jelenti, hogy A végrehajtasakor egymds utdn nagyon sok-
szor, akar végtelen sokszor is meghivhatjuk az A kifejezést.

A 1A replikdcid is lehet6séget ad az A tobbszori meghivaséra, hiszen
1A = A|A| ... | !A. A két végrehajtas kozott a kiilonbség azonnal
latszik, a rekurziéban az A végrehajtisai ,,vertikdlisan”, a replikdciéban
,,horizontdlisan” hajtédnak végre. A replikicié végrehajtdsa azonban nem
tartja meg az A-knak a kifejtésben megadott sorrendjét, hiszen az A-k
egymadstol fiiggetleniil hajtédnak végre.

2.5.25. Példa. (A replikdcio és a rekurzio végrehajtdsa)
Legyen P = !l(x).mx, és nézziik a
P=Il(x).mx|Il(x).mx|!P

kifejezést. Kapcsoljuk ehhez a kompozicié miiveletével az lu és Iv folyama-
tokat, és tegyiik fel, hogy el6szor az u, majd a v adattal torténik meg a kom-
munikacié. A két kommunikacié utin az

mu|myv|P

folyamatot kapjuk, ahol az m néven az u és v tetszleges sorrendben jelenhet
meg. Most adjuk meg a P altal végzett miiveletet rekurziéval:

P =1lx). mx.P .

Ha ehhez kapcsoljuk a lu és Iv folyamatokat, lathat6, hogy az m néven az u
és v sorrendje megegyezik a kommunikdcié sorrendjével. O

[rjuk 4t a fenti A rekurziv folyamatot gy, hogy a kifejezésben replika-
ci6 szerepeljen, de a példaban is latott probléma mar ne forduljon eld. Az
italakitott folyamatot jeloljitk az A®) jellel.
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2.5.26. Definicio. Rekurzio dtirdsa replikdciora:

Az A def

(x). Q4 dtirdsdnak lépései a kovetkezok:

1. vezessiink be egy 1ij nevet, példdul az a-t,

2. Qa-ban az A{x) eldforduldsokat helyettesitsiik ax-szel, a helyettesi-
tések eredménye legyen Qg ,

3. legyen AV = (x).(va) (@ | 'ax. @;) .

Ha B = D egy olyan folyamat, hogy D-ben szerepelnek a rekurziv A-nak
az A{x;) (1 < i) el6fordulésai, akkor a fenti algoritmus 2. pontjaban leirt
helyettesitéseket hajtsuk végre D-re is. A helyettesitések eredményét jeloljiik
5—ve1, ekkor

BY = v(a)(D | la(x). Qy) .

2.5.27. Példa. (A rekurzio helyes dtirdsa)
Nézziik a 2.5.25. példdban szerepld

P =1lx). mx.P

rekurziv kifejezést. A P’-nek nincs formdlis paramétere, ezért a(x) és ax
helyett a és a irhatd, igy a fenti algoritmussal

PO =Wwa)@|a.l(x).mx.a).

Készitsiik el ezzel a P’V | lu | Iv kompoziciét:
(va)@ | 'a.l(x). mx.a) | lu|lv=

(va)(a | a.l(x).mx.a|la.l(x). mx.a|lu|lv) —
(va) (I(x) .mx. 3| la. I(x).mx.a| lu | v) —

(va) (u.@ | \a . I(x) . 7ix. @ | Iv) =

(va)(a | a.l(x).mx.a | la.l(x).mx.a| v) —
(va) (I(x).mx.a | la.mx.al| | v) —

(va) (mv. @ | la. I(x) . 7ix. @) —

(va)@ | 'a.l(x).mx.a) .

A levezetésbdl is lathatd, hogy az m néven az u és v sorrendje most is mege-
gyezik a kommunikdci6 sorrendjével. O
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2.5.7. Lista

A ldncolt lista adatszerkezetnek két konstruktora van, a nil és a cons. A nil
a lista végét jelzi, paramétere nincs, ezért a lista adatszerkezet konstansanak
tekinthetd, hiszen onmagéban éllva is egy listét alkot. A cons konstruktor egy
U4j elemet csatol egy mar meglévs listdhoz, az 4j elem a lista fejeleme lesz. A
2.1.abran a [V,, V,_1,..., Vi, nil] lista szerkezete lathato.

‘_‘mns F 4‘c0ns ‘_‘ nil‘

cons

2.1. dbra. A lancolt lista adatszerkezet

A pi-kalkulusban a konstruktorokat 6sszekapcsold név legyen a k. Ekkor
a lista adatszerkezet konstruktorai a kovetkezok:

. def
Nil

(k). k(n,c).n,
def

Cons (k, V,L).(vv, D) (k(n,c).c(v,l) | V{v) | L)),

ahol V{v) a v néven levd érték és L ([) az [ néven talalhato lista.
AV, Vii1,..., Vi,nil] lista folyamatkifejezése tehat

Cons <k, V,,Cons{l,, V,_1,...,Cons {lp, Vi, Nil{l;))...)).

2.5.28. Példa. (A (3,2, nil] lista folyamatkifejezése)

A lista szerkezete a 2.2. dbran lathatd. Mivel [3, 2, nil] = [3, [2, nil] ], el6szor
hatdrozzuk meg a [2, nil] lista kifejezését.

[[21, Nil] =

Cons (k) ([21, Nil) =

(i, L) (k(n, ©) ¢ v, L) L I2DCve) [Nl )

Ty a [3,2, nil] lista kifejezése:

([31. [[2D.Nil]] =
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(31 (21

V2 Vi

k L Cons‘ ‘ll—‘ Nil ‘

2.2. dbra. A [3,2,nil] lista adatai és csatornanevei

Cons<k) (31, [M2], Nil 1) =
(w2, ) (k(n,c).c{va, L) | [3]<v2) [ [[2], Nil ] <k)) =
(v2, ) (k(n,c).c{va, L) | [3]{v2) |
i, I (b(n, o) .e{v, Iy [ I20<v) NIl y) . O

A lista adatszerkezetre megadunk hiarom fiiggvényt:

Head =L (/). (vn,0)(k{n,c).c(v,1).7r),
Tail L (). (vn,c) (kn,cy.cv,1).1r),
IsEmpty gef (vn,¢) (k{n,cy.(n. Yes” +c. No”)) .

A Head és Tail kifejezések az r néven adjdk az eredményt, az ISEmpty egy-
szerfien a Yes/No vélaszt adja.

2.5.29. Példa. (A [2,nil] lista fejeleme)

Az el6z6 példaban szerepelt a [2, nil] lista folyamatkifejezése, ezt alkalmaz-
zuk a Head kifejezésre. A kommunikécids csatorna legyen a k.

Head (k) | [2, nil] (k) =
(vn,c) (k{n,cy.cv,l).vr)|

(v, ) (k(n, ). e (v, Iy | I21{vi) I NilKG) ) =
(vn, ) (k(n,cy.c(v,1).vr|

(vvi, 1) (k(n, ¢) . cvi, Iy [ I2D vy NIl ) ) =
(vn, ¢) (k{n,cy .c(v,]).vr) |

i, 1) (k(n, ©) . € vr, Iy LT21 ) [Nl Y ) =
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(vn, 0) (¢, D). vr) | (vvi, L) (€ (i, L) TI2D vy | NilCE ) ) =
v, vi 1) (e, D) 5r) | (2 (v, 1) TT21 vy [N ) —
(vn, e, vy, L) (vir | 20 vy [N )

A 2.5.8. példdban ldttuk, hogy v | P (v) —> P (r), igy

v, v 1) (Wi || 121 [NilC) ) —
(vn, e, vy, L) (211 (r) I Nl )

A korlatozdsoknak most mar nincs szerepiik, a nil pedig egy sajit /; néven
van, az r néven megkaptuk az eredményt. O

2.5.30. Példa. (Az ISEmpty[2, nil] kifejezés)

Képezziik az ISEmpty és a [2, nil] lista kifejezésének kompozicidjat. A kom-
munikdcids csatorna most is legyen a k.
IsEmpty (k) | [2, nil] (k) =
(vn,c) (% (n,c)y.(n. Yes” +c.,,No”)) |

(w1, 1) (k(n, ©) v, L) T T21 v [Nl ) =
(vn,c) (E (n,cy.(n., Yes” +c.,,No”)|

w1, 1) (k(n, ©) . (vi, L) TT2T vy INIIKED) ) ) =
(vn,c) (E(n, c)y.(n. Yes” +c.,,No”) |

1 1) (k). T i, 1) | 121 | Nl ) —
(vn,c)((n., Yes” + c.,No”) |

(w1, L) Ce v, Ly 2D vy INiKG ) ) ) =
vn,c,vi, 1) ((n. Yes” + c.,,No”) |

(T 1) TR0 [NilKh) ) —
(vn, ¢, vi, 1) (GNo™) | (I20 {wiy INilKE) ) ) .

A lista elemei sajit néven vannak, igy a tovabbiakban nem jatszanak szerepet,
és megjelent a No valasz.

A levezetésbdl az is latszik, hogy az ISEmpty nem is vizsgélja a lista
tartalmat, dontését a Nil és Cons listakonstruktorokban levs k(n,c).n és
k(nc) . c (v,l) miveletek alapjan hozza meg. m]
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2.5.8. Lambda-kalkulus

Pi-kalkulussal a lambda-kalkulus kifejezései is leirhatok, és igy mar nem
olyan meglepd az el6z6 pontok eredménye, azaz hogy a pi-kalkulus is al-
kalmas matematikai €s informatikai fogalmak pontos megadasara.

Egy lambda-kifejezés pi-kalkulusbeli folyamatkifejezésére is a [ ] zaro-
jeleket haszndljuk, az E lambda-kifejezésnek megfeleltetett pi-kalkulus kife-
jezés legyen [ET]. (Az 2.5.5. pontban igy jeloltiik a természetes szamok folya-
matkifejezéseit is, de ez nem okoz problémat, mert most csak az egyszeri
(konstans nélkiili) lambda-kalkulussal foglalkozunk.)

El6szor a név szerinti, ,call-by-name” lambda-kalkulus atalakitasi
szabdlyaival foglalkozunk. Emlékeztet6iil megadjuk a kalkulus jellemzd
szabdlyait. Az E, F, G kifejezések:

AXx.E| x| EF|x,
és a szabdlyok:

E—>F E—->F
EG->FG  GE—-GF

(Ax.E)F —3 E[x:=F],

2.5.31. Definicio. A név szerinti lambda-kalkulus kifejezéseinek folyamat-
kifejezései:
def

[x] (p).3p,
[ix.El == (p).p(x.q).[E1{(q),
[EF]T =L (p).0vq)(LEI(q) | () (G(rp).r(s). [FT(s))) .

A képletekben a v-vel kotott nevek a hatdskoriikben szerepld [ET] kife-
jezések szabad nevei.

2.5.32. Példa. (Azy, Ax.x és Ax.y lambda-kifejezések dtalakitdsa)

Legyen a kommunikacids csatorna p, ekkor a fenti definici6 elsé és masodik
sordban leirtak szerint

[yI<p) =yp,

[Ax.x]<p) = p(x.q) . Xq ,

[Ax.yI{p) = p(x.9).¥q . O
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2.5.33. Példa. (Hatdrozzuk meg a (Ax . x)y folyamatkifejezését)

A lambda-kalkulusban (Ax.x)y —p y, tehat a pi-kalkulusban is az y folya-
matkifejezését varjuk eredményként. Az applikdcié atalakitdsa a fenti defini-
ci6 harmadik sordban van leirva, igy

[(Ax. x)y]{p) =

vg) ([Ax.x]4g) | () (G{r, p) . r(s) . Y1 (s)) ) =
) (qx,w). 3w | (vr) (G{r, p).7(s).¥s) ) =
vg) vr) ( gx,w). 3w | G, p) .1(s).5s) —

vg) () (Fp | r(s).5s | r(s).5s) —
) vr)p | 1(s).ys) .

A kompozicié masodik tagjdban az r név korldtozva van, az r(s) input nem
hajtédhat végre, igy r(s).ys = 0. Tehat eredményként az

yp =

1 <p

kifejezést kaptuk, ami megfelel a lambda-kalkulusban a (Ax. x)y —s y re-
dukci6 eredményének. m]

2.5.34. Példa. (Hatdrozzuk meg a (A1x.y)z folyamatkifejezését)
[(Ax.y)zl<p) =

(vg) ([Ax.yI<q) | (vr) (g (r,py.r(s) . [2]<s) ) ) =

(vq) (qlx,w).yw | (vr)(q(r,p).r(s).zs)) =

(vg) ) (g(x,w) 3w | G(r,p) .r(s).Zs ) —

(vg)(vr)(yp | r(s).ys) .

A kompozicié masodik tagjdban az r név korldtozva van, az r(s) input nem
hajtédhat végre, igy r(s).ys = 0. Tehat

(vg) (vr) (yp | r(s).ys ) =

yp=

I<p) -

Az eredmény y lett, ami megfelel a lambda-kalkulusban a (dx.y)z —p y
redukcié eredményének. O
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Most nézziikk meg az érték szerinti, call-by-value” szabdlyait. Em-
1ékeztetdiil most is megadjuk a kalkulus jellemzdit, V az értéket jeloli:

Vi=Ax.E|x,
és a szabalyok:

E—-F E—-F
EG—FG’ VE->VF’

(Ax.E)V —p E[x:= V],

Az E kifejezés atalakitasat [E],-vel jeloljik.

2.5.35. Definicio. Az érték szerinti lambda-kalkulus kifejezéseinek folya-
matkifejezései:
def

[l (p).Px,
[x.El, == (p).vy) By.vg) 6(x,9) . [E] (@) ,
[EFL, =X (p).vg)(LEL, (g} | qv).(vr) (LF T, () | FOw) . (w, p))).

A képletekben a v-vel kotott nevek a hataskoriikben szerepld [E], kife-
jezések szabad nevei.

2.5.36. Példa. (Azy, Ax.x és Ax.y lambda-kifejezések)

Legyen a kommunikécids csatorna p, ekkor

[y {p) =Py,
[Ax.xD {p) = (vy) (py.(vq@) O(x,q).qx) ) ,
[Ax.yl, <(p) = (vy) (Py . (vq) (¥(x,q) .qy ) ) . O

2.5.37. Példa. (Hatdrozzuk meg a (Ax . x)t folyamatkifejezését)

A lambda-kalkulusban (Ax . x)t —p ¢, tehdt a pi-kalkulusban a ¢ folyamatki-
fejezését varjuk eredményként.

[(Ax. 0yl (p) =
vg) () @y - (v8) ((x, 5) . Gx)) | q(v) . (vF) (7t | r(w) ¥ (w, p))) —
g, ) (@y . () ((x, ). Gx) | (). ¥ (t, p)) —>

(vq,y, $) (¥(x, 8).qt | ¥{t, p)) —>
(vq,y,s)qt =
qt. O
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2.6. Biszimulacio

A pi-kalkulus egyik alapvetd feladata folyamatok kongruencidjanak, azaz
egyez8ségének a vizsgdlata. A vizsgalatra két alapvetd moédszer alakult ki,

e nyomkdovetésen €s
o megfigyelésen

alapulé ekvivalencia-vizsgalat. El16szor a nyomkovetésekkel foglalkozunk.

2.6.1. Nyomkovetésen alapulé ekvivalencia

Egy P folyamat nyomkovetései megadjak azokat az akcidsorozatokat, ame-
lyek a P-bdl kiindulva véges 1épésben elvezetnek egy, a P-t6l nem feltétleniil
kiilénboz6 folyamatba.

2.6.1. Definicio. Nyomkdovetés:
Legyen A = (S,L,T) egy cimkézett dtmeneti rendszer, és legyen P € S egy
folyamat. Haaz @ = ay ...a,, a; € L (1 <i<n)sorozatra
PSP ... P,

akkor a-t a P egy nyomkovetésének nevezziik.

Egy P folyamatnak tobb nyomkovetése is lehet, Trace(P) jelolje a P
nyomkovetéseinek halmazat.

2.6.2. Definicio. Nyomkovetési ekvivalencia:

A nyomkovetési ekvivalencidt a = jellel jeldljiik, azaz ha P és Q a
nyomkovetést tekintve ekvivalensek, akkor P ~ Q .

Megjegyezziik, hogy ha P-nek és P,-nek az automatdk elméletében az
automata egy sp és sp, allapotit, az akcidknak az automata dbécéjét felel-

Azt mondjuk, hogy a P és Q folyamatok a nyomkovetést tekintve ekvivalen-
sek, ha Trace(P) = Trace(Q) .

tetjilk meg, akkor a P folyamat @ nyomkdvetése az automata sp N sp,
atmenetének felel meg. Ha sp az automata kezddallapota és minden nyom-
kovetésre az sp,, (i = 1,2,...) éllapotok végallapotok, akkor Trace(P) az
automata végdallapottal felismert nyelvét adja meg.

2.6.3. Példa. (A tea- és kdvéautomata)

Tegyiik fel, hogy van egy olyan, a koznyelvben automatdnak nevezett
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késziilékiink, amely egy adott értékii, példaul 50 Ft-os pénzérme bedobdsira
teat, két pénzérme egymds utdni bedobdsira kavét ad. Az automata
mikodésére a cimkézett atviteli rendszer lefrdsdval kétféle megoldast is
tudunk adni (2.3. dbra).

Azonnal lathatd, hogy az els6 automata P; allapotdnak nyomkovetése
Trace(Py) = ( 50Ft . (tea + 50Ft . kavé))*
a méisodik automata P, allapotdnak nyomkovetése
Trace(P,) = (50Ft.tea + SOFt . 50Ft . kdvé)" ,

ahol

PP...P, han>0,
s« R,—/
P = M
g, han=0.
Lathato, hogy P, és P, nyomkovetése azonos, azaz Trace(P) = Trace(P>) .
O

kdvé

kavé

2.3. dbra. Az automatak

Az automatdk és a formadlis nyelvek elméletében két automatat ekviva-
lensnek tekintiink, ha ugyanazt a nyelvet fogadjak el. Az ekvivalencidnak ez
a definicidja szdmunkra nem lesz jO, példdul azért, mert az automatdknak
altalaban nincs kezdéallapotuk és végallapotuk, és két automata egymastol
Iényegesen kiilonbozhet még akkor is, ha nyomkovetésiik azonos.

2.6.4. Példa. (A kdvéautomatdk kiilonbéozdsége)

P

Tekintsiik az el6z6 2.6.3. példaban szerepl$ automatdkat. Ha felirjuk a kavét
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iv6 vésarl6 folyamatat:

50Ft.50F1. kavé ,

akkor felhasznédlva a P* = P P* szabalyt, az els§ automataval:
Trace(Py) | 50Ft.50Ft . kdivé =

50F1 .(tea + 50F1.kavé) . Trace(Py) | 50Ft .50F1. kdvé —
(tea + 50Ft . kavé) . Trace(Py) | 50Ft.kdvé =

(tea . Trace(Py) + 50Ft .kdvé . Trace(Py)) | 50Ft.kdvé —

kdavé . Trace(Py) | kdvé SLIN
Trace(Py) ,

azaz semmilyen probléma nem 1ép fel. De a masodik automata esetén akar
holtpont is eléallhat. A vasarl6 folyamatat a masodik automata kifejezésével
parhuzamosan futtatva el6fordulhat a

Trace(P;) | 50Ft.50F¢t.kdvé =
(50Ft.tea + 50Ft.50Ft . kdvé) . Trace(P,) | 50Ft.50Ft. kdvé =
(50Ft .tea . Trace(Py) + 50Ft . 50Ft . kdvé . Trace(P,)) |

50Ft .50Ft . kdvé —
fea.Trace(Py) | 50Ft.kdvé —5

_ ST
Trace(Py) | 50F:.kdvé 5
Trace(P,) | kdvé

levezetés is. A vasarlé kavé helyett — teljesen varatlanul — tedt kapott, amit
nem is fogadott, majd bedobta a masodik 50 FT-os érmét is. Tovabbi mtive-
letre itt most mar nincs lehetdség, és ez tigy értelmezhetd, hogy az automata
és a vasarl6 folyamata holtpontra jutott. O

A nyomkovetési ekvivalencia problémdjat vizsgdltdk dgy is, hogy a
nyomkovetésekben csak véges sorozatokat engedtek meg. Ezeket a soroza-
tokat a szakirodalomban befejezett nyomkovetéseknek, az ekvivalencit pedig
befejezett nyomkovetési ekvivalencidnak nevezték [15].
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Vizsgéltdk még a nyomkovetéseknek azt a specidlis esetét is, ahol a 7
dtmenetek nem szdmitottak bele a nyomkovetésbe. Az ilyen nyomkdoveté-
seken alapulé ekvivalencidt gyenge nyomkovetési ekvivalencidnak nevezték
el [15]. Azonban ezek a rendszerek sem voltak megfelel6ek a folyamatok
kongruencidjdnak vizsgélatdra, azaz a folyamatkifejezésekkel leirt automatdk
megkiilonboztetésére.

Az automatdk azonossaganak vizsgalatdban azt szeretnénk, hogy ha két
automata, két , gép” hasonlo dllapotban van és az egyik végrehajt valamit,
azt a masik is végrehajthassa és mindkett djra hasonlo éallapotba keriiljon.
Folyamatok ekvivalencidjanak ezt az elvét, azaz a kolcsonds hasonlésdgot
vizsgaljuk a kovetkezd pontokban.

2.6.2. Biszimulacié és kongruencia

A folyamatok kongruencidjanak vizsgdlata a biszimuldcion alapul. A
klasszikus folyamatkalkulusok, mint példaul a CCS, a kovetkez6 definiciot
hasznaljak:

Legyen (S, L, T') egy cimkézett dtmeneti rendszer, és legyen R egy bindris
relacié az S halmaz felett. Ha P, P’, Q € S, PR Q, és minden a-ra P S p
esetén van olyan Q" € S, melyre Q = Q' és P’ R Q’, akkor az R relaciét az
LTS feletti szimuldcionak nevezziik, és azt mondjuk, hogy a P folyamatot a
Q folyamat szimuldlja. A Q folyamat tehat a miikodés szempontjabdl a P-hez
hasonlo. A szimuldcié szemléletesen a 2.4. dbran lathato.

I ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ - S 0
) - S 104

2.4. dbra. Szimulaci6

Az R reldcié konverziéjdnak jele R~!, azaz ha PR Q, akkor legyen
QR'P.Ha R és R~! mindegyike szimulaci6, akkor R -t kolcsonds szimu-
laciénak, biszimuldcionak nevezziik. Ez azt is jelenti, hogy ebben az esetben
R egy szimmetrikus bindris reldcio.

Megjegyezziik, hogy ha PR Q és van olyan R’ relacid, melyre Q R’ P,
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biszimuldciérdl csak akkor beszélhetiink, ha R~ = R’ .

A pi-kalkulusban a szimul4ci6 és biszimuléci6 definiciéja nem olyan egy-
szerti, mint a CCS-ben. Ennek oka az, hogy az x(y) input prefix esetén az y
kotott lesz a prefix utdni folyamatban, és példaul egy x(y) . P kifejezés esetén
a P folyamat egy ,,y valtozos fiiggvényként” viselkedik. Ha ezt egy Q szimu-
lalja, akkor a Q-nak szimuldlni kell a P-t az y formdlis paraméter minden ak-
tudlis értékére. Ezért a szimuldcié definiciéjdban meg kell kiilonboztetniink
az input és a nem-input prefixeket.

2.6.5. Példa. (Az input prefix és a szimuldcio)
Legyen

P = x(y),

0=x2).(vw)wy.

Mindkét folyamat, ha az input miiveletet végrehajtja, a 0 folyamattd valik,
hiszen a Q-ban a w egy sajat név, és a sajat névre az adatkiildés mar nem
figyelhet6 meg. Tehit a P és Q megfigyelhetd eseménye azonos. Azonban

P ) . . . .
lathat6, hogy a P — 4tmenetnek nincs a Q-hoz megfeleld dtmenete, hiszen
a z := y a-konverzié nem hajthaté végre, mivel ekkor a (vw) wy-ban a szabad
y kototté valna. O

2.6.6. Definicio. Biszimuldcio:
Legyen R egy szimmetrikus bindris reldcio az S halmaz felett, és legyen
PRQ. Az R biszimuldcio,
o ha P =5 P, a # x(y) é bn(a) ¢ fu(P, Q). akkor Q — Q' esetén
PPRQ,
e ha P ﬂ P,y ¢ (P, Q), akkor Q ﬂ Q' esetén minden w-re
Ply=w]RQ'[y :=w].

A biszimulaciot erds biszimuldcionak is nevezzik azért, mert a cimkézett
—%, 4tmenetekben a T-val jelzett bels6 kommunikécidkat is figyelembe
vessziik.

Ennek a biszimuldciénak egy masik jelzdje a késdi, vagy ahogyan a 2.3.1.
definicié utdni megjegyzésben utaltunk rd, a ,lusta” biszimuldcié. Az elne-
vezés abbdl addédik, hogy az input prefixbdl kapott név csak a kommunika-
cidkor helyettesitddik a prefixet kovet6 folyamatba. Felhivjuk a figyelmet arra
is, hogy a P és Q folyamatokhoz egy P’ és egy Q' folyamatot rendeliink, és
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ezekre mondjuk azt, hogy minden w helyettesitésére a helyettesitett folyam-

7 z

atoknak R reldcidban kell lenniiik. A 2.6.6. definiciéban szerepl6 dtmenetek
a 2.5. dbran lathatok.

P o - S 0 P o - 0
\ l () x0)
P > J 104
P/ Ql

2.5. dbra. Biszimulacio

2.6.7. Definicio. Kolcsonos hasonlosdg:

A kolcsonos hasonlosdg legyen a biszimuldciok unioja, és a kolcsonos ha-
sonlosdg jele legyen ~ . Azt mondjuk, hogy P és Q folyamatok kolcsono-
sen hasonloak, azaz P ~ Q, ha van olyan R biszimuldcio, melyre PR Q.

2.6.8. Tétel. (A kolcsonos hasonlosdg tulajdonsdgai - 1.)
A kolcsonos hasonlosdg
e ckvivalencia reldcio, azaz reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv,

e onmaga is egy biszimuldcio.

Konnyen beldthatd, hogy két biszimul4cié unidja is biszimul4cid. Mivel a
kolcsonos hasonldsag biszimuldcidk unidja, a tétel allitdsai konnyen igazol-
hatdak [45].

A kolcsonos hasonldsdgot azonban az input prefix nem 6rzi meg, azaz
ha két folyamat kolcsondsen hasonld, az eléjiik irt input prefixszel képzett dj
folyamatok nem feltétleniil lesznek kolcsondsen hasonldak.
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2.6.9. Példa. (Biszimuldcio és az input prefix)

Vizsgéljuk az a | b és az a.b + b . a folyamatokat. Azt talaljuk, hogy
alg X a.b+b.a.

Ugyanakkor ha a kifejezések elé helyeziink egy c(a) prefixet,
cla).a |l_7, c(a).(a.5+l_7.a) ,

a kolesonos hasonlésdg megsziinik, hiszen ha az a néven példaul a b-t olvas-
suk, akkor a kifejezések

blb, b.b+b.b

kifejezésekké valnak, és lathat6, hogy a bal oldali kifejezésben kommunika-
ci6 torténik, mig a jobb oldali kifejezésben erre nincs lehetdség.

Nyilvanvald, hogy a
blb ~ b.b+b.b+T kapcsolat lenne a helyes. m}

2.6.10. Tétel. (A kolcsonos hasonlosdg tulajdonsdgai - 2.)
Ha P ~ Q, akkor

e a P és Q folyamatkifejezések kolcsonds hasonldsdga az input prefix
kivételével minden operdtor alkalmazdsakor megmarad,

e a o injektiv helyettesitésre Po- ~ Qo is fenndll.

(Megjegyzés: Az f : A — B leképezés injektiv, ha a,b € A és f(a) = f(b)

esetétna=">.)

2.6.11. Példa. (A kolcsonds hasonlosdg megmarad)

A tétel alapjan, ha P ~ Q, akkor

(v P ~ (vx)Q,

éshamég P’ ~ Q' isfenndll, akkor

(vx) (P P) ~ (v0)(Q1 Q)

is teljestil. o
A kolcsonos hasonldsdg tulajdonsdg a helyettesités miiveletre azonban

nem marad meg, ha P ~ (, akkor nincs garancia arra, hogy Po ~ Qo is
teljesiil. A szakirodalomban az ilyen tipusu reldciét alapreldcionak nevezik.
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2.6.12. Példa. (Biszimuldcio és a helyettesités)

Nyilvanval6, hogy az [x = y]xz és a 0 folyamatkifejezések kolcsonosen ha-
sonléak. De ha mindkét kifejezésre végrehajtunk egy [y := x] helyettesitést,
a kolcsonos hasonlésdg megsziinik, hiszen az [x = x] azonossag prefix igaz
lesz, és a xz miivelet végrehajtodik. O

Szeretnénk taldlni és definidlni a kolcsonos hasonlésdggal kapcsolatban
egy olyan reldcidt, amely kongruencia, azaz amelyik megmarad a folyama-
tokra alkalmazott minden operdtor esetén.

A 2.3.17. definiciéban mir megadtunk egy kongruencia értelmezést a
szerkezeti kongruencidra a kontextusok felhasznéldsdval. Most a kolcsonds
hasonléséagot tekintve definidljuk a kongruens kifejezéseket.

Ezt a kongruenciat a biszimulacio jelzdivel erds késdi kongruencidnak is
nevezhetjiik.

2.6.13. Definicio. Kongruencia:

A P és Q folyamat a kolcsonos hasonlosdgot tekintve kongruens, ha min-
den o helyettesitésre Poo ~ Qo . A folyamatok kongruencidjdnak a jele
~, tehdt ekkor P ~ Q.

A kolcsonos hasonldsag tehdt nem kongruencia, erre utal a kolcsonds ha-
sonlésag jelében a ~ szimbd6lumon a pont jel.
2.6.14. Példa. (Kongruens kifejezések)
A 2.6.9. példdban lattuk, hogy
a|z X a.b+b.a.
A [b := a] helyettesités a kolcsonds hasonldsdgot megsziinteti, mivel
ala a.a+a.a,
T + a.a+a.a,
tehat a két folyamat nem kongruens. Azonban azonnal latszik, hogy
a|E~a.E+E.a+ [a =b]T,
vagyis ez a két folyamat kongruens lesz. O

2.6.15. Tétel. (A legnagyobb kongruencia)

H A ~ a kolcsonds hasonldsdgot tekintve a legnagyobb kongruencia.
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A tételben két allitast adunk, az egyik az, hogy a ~ egy kongruencia, a
masik pedig az, hogy ez a legnagyobb kolcsonos hasonlésdg. Megjegyezziik,
hogy a ,legnagyobb” jelz6 halmazelméleti értelemben jelenti a legnagyobbat,
azaz azt, hogy a ~ kongruencia vonatkozik a legtobb olyan P, Q parra, melyre
P ~ Q, vagyis P ~ Qo . A tétel dllitasait a kovetkezd két példdban
magyardzzuk meg.

2.6.16. Példa. (A ~ a kolcsonds hasonldsdgot tekintve kongruencia)

A ~ valéban kongruencia, hiszen az input prefix kivételével a miivelettartas
mdr a kolesonds hasonlésag tulajdonsdgban benne van (2.6.10. tétel), az input
prefixre pedig azt kell belatnunk, hogy P, Q € ~ esetén {x(y). P ,x(y).Q} € ~
is fenndll. Az

0. PS5 P, x0).05 0

akcidk végrehajtdsa utdn a 2.6.6. definici6 szerint a

Vw Plx :=w],Q[x := w] kifejezéseket kapjuk. {P, 0} € ~, és a ~ defini-
cidja alapjan igy minden w-re val6ban

Plx:=w] ~ QOlx:=w]. O
2.6.17. Példa. (A ~ alegnagyobb kongruencia)

Be kell latnunk, hogy a ~ a kolcsonds hasonlésagot tekintve a legnagyobb
kongruencia. Tegyiik fel, hogy van a <~  kolcsonos hasonldésagban egy
~' kongruencia is, ekkor azt kell beldtnunk, hogy P ~" Q eseténa Po ~ Qo
is fenndll. Ezt a kdvetkezs esetre mutatjuk meg.

Legyen o = [x] := y1,..., X, :=y,] . Mivel P ~" Q és ~’ egy kongru-
encia, a kongruencia definicidja alapjan

va)@(xr, - x0) P21 yn)) ~ VD)@, %) Q1200 - yn))
és a kommunikéciok végrehajtasa utdn a
Plxp:=yi,..o,xn =yl ~ Qlxr =y, X 1=yl

eredményt kapjuk, azaz Po ~" Qo . Mivel feltettiik, hogy ~' C <, a
Po ~ Qo is teljesiil. O

Jelolje A — B azt a tulajdonsdgot, hogy az A-ra szigortibb megkotések
vannak megadva, mint B-re, azaz vannak olyan folyamatok, amelyeket az A
meg tud kiilonboztetni, de a B nem, vagyis az A finomabb osztdlyozist tesz
lehet6vé. Ezzel a jeloléssel a 2.6.15. tétel dllitasa a 2.6. abran lathat6. Az dbrat
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a kovetkez6 pontokban djabb kongruencidkkal és kolcsonos hasonlésagokkal
fogjuk b&viteni.

2.6. dbra. A kongruencia és kolcsonds hasonldsag

2.6.3. Korai szemantika és korai biszimulacio

Mint a 2.3. szakaszban utaltunk rd, az input miveletek végrehajtasa-
nak id6pontjatdl fiiggben megkiilonboztetiink , kés6i” és ,korai” szeman-
tikat, ami lényegében a funkciondlis paradigma lusta és moho kiértékelési
stratégidjahoz hasonlo.

Eddig mindenhol a késdi szemantikdt hasznaltuk, bar a , késdi” jelz6t nem
tettiik ki. Ezutdn az egyértelmiség érdekében a , késbi” és ,korai” jelz6t min-
denhol kiirjuk.

Ebben a szakaszban el6szor a korai miveleti szemantikaval foglalkozunk,
majd megadjuk a korai biszimuldci6 és korai kolcsonos hasonlésag defini-

cigjat és a rajuk vonatkoz6 tulajdonsagokat.

A szemantika

A késbi és korai rendszerek kozott 1ényeges killonbség a kommunikald
folyamatokra vonatkozé szabdlyban van, ezért emlékeztetSiill most megis-
mételjiik a késdi szemantika Com szabalyat:

PLp, 0%

PIQ-5 P |Qz:=)]

[Com]

2.9. tdbldzat. A késbi szemantika Com szabdlya

Mint a 2.3.1. definicidban szerepelt, az x(z) . Q kifejezésben, ha majd a
folyamat az x néven fogad példdul egy y nevet, akkor a Q-beli z nevek y-ra
helyettesitddnek. A z tehat egy formdlis paraméternek tekinthetd, és y lesz a
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z paraméter aktudlis értéke. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a helyettesités
itt csak akkor torténik meg, ha az x(z). Q folyamat az x néven egy masik
folyamattal kommunikaciét végez.

Definidlhaté egy masik lehetdség is az x(z) prefix végrehajtasara, ezt az
EArLY-INPUT szabdlyban adjuk meg, amely a 2.10. tdblazatban lathato.

— [EARLY-INPUT]
x(z).P — Plz :=w]

2.10. tdbldzat. A korai szemantika INpuT szabdlya

A szabdlyban egy ujabb, mar az 6todik fajta prefix jelenik meg, az xw
szabad input, ami azt jelenti, hogy az x néven jové w adat azonnal behe-
lyettesitédik a P folyamat z neveibe. Tehdt a helyettesités megtorténik, ha a
w az x néven megjelenik, nincs sziikség az x néven outputot adé masik folya-
mattal val6 T kommunikacidra.

Az xw tehat a szabad inputot jeloli, az x(y) prefixet pedig a tovabbiakban
megkiilonboztetésiil korott input prefixnek nevezziik. EmlékeztetSiil megis-
mételjiik a 2.4. tdblazatot, és kib&vitjiik a szabad input prefix adataival:

bn fn

xy.P bn(P) {x,y} U fn(P)
X(). P || yyubn(P) | {x}Ufu(P)
x(y). P || (yubn(P) | {x}U fu(P)
xy.P bn(P) {x,y} U fn(P)

2.11. tdbldzat. Az output és input prefixek szabad és kotott nevei

AW

PP, 0o

. [EARLY-ComMm]
PlOQ— P |

2.12. tabldzat. A korai szemantika Com szabdlya

A korai” elnevezés magyardzata a kommunikéciéra vonatkozé EARLY-
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Com szabalybdl lathat6 (2.12. tablazat), nincs helyettesités a kovetkezmény-
ben, mert a helyettesités egy korabbi miiveletben, a szabad input feltételben
(aQ N Q’-ban) mar megtortént.

A kommunikécié eredményét nézve nincs kiilonbség a korai és késéi 7
miivelet kozott. Ezt mutatjuk meg a kovetkezd példaban.

2.6.18. Példa. (Késdi és korai input miivelet)
Nézziik az xy . P és x(z) . Q folyamatok kommunikéaciéjat, el6szor a késdi sze-

mantika felhasznalasaval.

= [PREFIX] o [PREFIX]
}y.P—)}P x(Z).Q—>Q[

p CoMm]
Xy.P|x(z).0 — P|Qlz:=y]

A korai szemantikaval:

—— [PrEFIX] = [EaRLY-INPUT]
)_cy.PiP x(z).Q — Qlz :=y]

- [EARLY-CoM]
xXy.Plx(2).Q — P|Qlz:=)]

Lathat6, hogy a két szemantika alkalmazasaval kapott eredmény pontosan
megegyezik. O

A korai szemantika tehat két szabdlyban kiilonbozik a kés6i szemantika
szabdlyait6l. Mivel a tipusos pi-kalkulus vizsgalatanal hivatkozni fogunk a
korai szemantikdra, a 2.13. tdbldzatban 6sszefoglaljuk a korai szemantika sza-
balyait.
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P=P P50 0=0Q

- [StruCT]
P— Q

T.P-5 P, x#y
— [Outpurt] [OPEN]
Xy

— — x()
xy.P— P x(y).P — P

- [EArLY-InPUT] ————— [Tau]
x(y). P — Ply :=w] T.P— P

a.P-5P

- [MaTcH]
[x=x]la.P — P

P p
[Sum]

P+Q0-5P
P-5 P, bn(e) Nf(Q) =0
PIQ-5P|Q

[Par]

P-5 P, x¢n(a

. [Res]
(vx)P — (vx)P’
PSP
————— [Rer]
\P— P"| P

xy xw
P—P, Q—Q
PIQ—P|Q

[EarRLY-CoMm]

). PB P x2).0-5 0lz:= ]
X0). Pl x(z). 0 — (vy)(P| Qlz = y])

[CLoSE]

2.13. tdbldzat. A korai miiveleti szemantika szabalyai

Biszimulacio

El6szor most is a biszimuldciét definidljuk, és csak ezutdn adjuk meg a kol-
csonds hasonldsdg fogalmat.
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2.6.19. Definicio. Korai biszimuldcio:
Legyen R egy szimmetrikus bindris reldcio az S halmaz felett, és legyen
PR Q. Az R korai biszimuldcio,
e haP -5 P, a # x(y) és bu(e) ¢ fu(P,Q), akkor Q — Q' esetén
PRQO,
o hax(y).Pésx(y).Q-ray ¢ fu(P, Q) és x(y).P = Ply := w], akkor

2

minden w-re van olyan Q’, melyre Q = Q' és
Ply :=w]RQ'[y :=w].

A biszimuléciot erds korai biszimuldcionak is nevezzik. Az ,er6s” jelzé
arra utal, hogy a cimkézett -2, 4tmenetekben a 7-val jelzett belsé kommu-
nikdcidkat is figyelembe veszi.

A biszimulacié masik jelzGje a ,,korai”, a miveletekre a korai szemantika
szabdlyait alkalmazzuk.

Felhivjuk a figyelmet arra is, hogy ellentétben a kés6i biszimulacid-
val (lasd a 2.6.6. definicié utdni megjegyzést), itt nem a P és Q folyama-
tokhoz egyértelmiien hozzarendelt P’ és egy Q' folyamatokat teszteljiik a
helyettesitéssel, hanem minden w névhez megadunk egy 6néll6 Q' folyama-
tot, és a P, Q' folyamatokkal végezziik el a helyettesitések tesztelését, azaz
azt, hogy a helyettesitett folyamatok R reldciéban vannak-e.

A definicioban szerepld atmenetek a 2.7. dbran lathatok.

113 ................. - S 0 X(Y) . P oo R e x(y).0
P o R o o w
YwdQ’

2.7. dbra. A Korai biszimulacié

Meg kell kiilonboztetniink a korai kolesonds hasonlésdgot és a 2.6.7.
definiciéban megadott késdi kolcsonos hasonlésdgot. A tovabbiakban a ko-
rai kolcsonos hasonlésdgot a <, jellel, a kés6i kodlcsonos hasonldsagot a
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<~ jellel jeloljiik. A jelolésekben az e index az angol early, az [ index a late
sz6 kezdobetdje.
2.6.20. Definicio. Korai kolcsonds hasonlosdg:

A korai kolcsonds hasonlosdg legyen a korai biszimuldciok unidja. Azt
mondjuk, hogy P és Q folyamatok korai kolcsonosen hasonloak, azaz
P <, O, havan olyan R korai biszimuldcio, melyre PR Q .

A korai kolcsonos hasonldsdgra is érvényesek a 2.6.8. és 2.6.10. tételek-
ben kimondott 4llitdsok, természetesen tigy, hogy a , kolcsonds hasonldsig”
kifejezéseket a , korai kdlcsonos hasonlésag”-ra cseréljiik ki.

A kovetkezd példdban megmutatjuk a korai és kés6i kolcsonods hason-
16sdg kozotti kapcsolatot.

s e

2.6.21. Példa. (Korai és késdi kolcsonos hasonlosdg)
Nézziik a kovetkez6 két folyamatkifejezést,
P=x(y).R+x(y).0+x(y).[y =ulR,
0=x(b0).R+x(3).0,

és vizsgaljuk a P és Q kolcsonos hasonldsdgat. Azonnal észrevehetd, hogy a
P harmadik tagjanak megfelel6 kifejezés nincs a Q-ban semmilyen y-ra, tehat
a P és Q-ra biztosan nem teljesiil a késbi kdlcsonds hasonldsag.

A korai kolcsonds hasonldsdg viszont bizonyithatd. Tekintsiik a P har-
madik tagjit. Az Earry-INpuT szabdly szerint

P=x().[y=ulR =
(y=ulR)[y:=w] =
[w=ulR[y:=w].

e Ha w = u, akkor a P kifejezés eredménye R[y := w]. Ha Q els{ tagjara
is végrehajtjuk ezt az input miiveletet, akkor

0=x().R-5Rly:=wl],

azaz megtalaltuk a Q megfeleld dtmenetét.
e Haw # u, akkor P eredménye 0, és a Q masodik tagjara:

0=x().0 N 0y := w] = 0, tehat most is megtalaltuk a Q megfeleld
atmenetét.

Megallapithatjuk, hogy P #; Q,de P ~, Q,azaz a P és Q folyamatokat
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z 2t

a késbi kolesonos hasonldsdg megkiilonbozteti, de a korai kdlesonds hason-
16sag nem tudja. O

A korai kolcsonds hasonldsag is alapreldcio, azaz a PR Q-b6l nem
kovetkezik az, hogy Po R Qo, ezért a kongruencia fogalmat most is kiilon
definidlnunk kell.

A kongruencia definicidja a 2.6.13. definiciéban megadottakhoz hasonld,
és az egyértelmiiség érdekében az ott megadott kongruenciat a tovabbiakban
késdi kongruencidnak nevezziik és a ~; jellel jeloljiik.

2.6.22. Definicio. Korai kongruencia:

A P és Q folyamat korai kongruens, ha minden o helyettesitésre
Po ~, Qo . A kongruencia jele ~,, tehdt ekkor P ~, Q.

A késbi kolcsonds hasonldsdghoz hasonldan a korai kdlesonds hasonlésag
sem kongruencia, erre utal most is a korai kolcsonos hasonlésag jelébena ~,
szimbdlumon a pont jel.

A korai kongruencidra is kimondhatjuk a 2.6.15. tételnek megfeleld al-
litast.

2.6.23. Tétel. (A legnagyobb kongruencia)

A ~, akorai kolcsonos hasonldsdgot tekintve a legnagyobb korai kongru-
encia.

A tétel alapjan a mar kordbban, a 2.6. szakasz végén bevezetett jeloléssel:

~e > e -

A 2.6.21. példa is arra utal, hogy a korai és kés6i kolcsonos hasonlésag
kozott a

~p o~

relci6 is fenndll, igy a a 2.6. dbrdn megadott késGi kongruencidra és késoi
kolcsonos hasonldsdgra vonatkozd kapcsolatokat kibdvithetjiik a korai kon-
gruencidval és a korai k6lcsonos hasonldsdggal, amit a 2.8. dbrdn mutatunk
be.

Mivel a kés6i kongruencia jobban meg tudja kiilonboztetni a folyama-
tokat, mint a korai, kérdés lehet az, hogy akkor melyik szemantika, melyik
kongruencia, a kés6i vagy a korai a jobb. A viélasz az, hogy a dontés ,,izlés”
kérdése. Azt azonban hangsiilyozni kell, hogy a korai szemantika kozelebb
van a folyamatok miikddéséhez, ahol az input adat feldolgozdsa azonnal
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2.8. dbra. A korai és késGi kongruencia és kolcsonos hasonldsag

megtorténik, amikor az input néven az adat megjelenik. Ugyanakkor az is
lathat6, hogy a kés6i szemantika konnyebben kezelhetd, hiszen példaul a
késdi kolcsonos hasonldsdg megdllapitdsara, a 2.6.19. definicié jeloléseit
alkalmazva, nincs sziikség minden w input adathoz olyan Q’ folyamatot
keresni, amelyre majd a P folyamattal torténd R relaci6 fennalldsét igazolni
kell.

2.6.4. Nyilazott biszimulacié

A nyilazott biszimuldcio azon az elven alapul, hogy egy kiilsé megfigyels a
folyamatok miikodését vizsgalva

e nem litja a kommunikéci6 input és output nevét, csupan a kommunika-
ci6 tényét jeloli egy T prefixszel,
o ¢ésnem latja a v korldtozassal jelzett nevekkel torténd miveleteket sem.

2.6.24. Példa. (Megfigyelhetd események)

Nézziik a kovetkezd folyamatkifejezést:
(vx) (x| x(y) . yz +v(w)) .

A kiils6 szemlél6 a xu folyamatbdl lathatnd az x nevet, de a vx ezt megtiltja.
Az x(y) . yz + v(w) folyamat megfigyelhetd nevei x és v, de a korldtozas miatt
csak a v lesz lathatd. A yz-ben levé y név egy formadlis paraméter, ezért y-t
nem nevezhetjiik megfigyelhetd névnek.

Ha végrehajtjuk a folyamatkifejezésben levé kommunikaciét, akkor az uz
kifejezést kapjuk, amelyben a megfigyelhet6 név az u. O

Most megadjuk a megfigyelhet6ség pontos definiciéjat.



2.6. Biszimulacio 71

2.6.25. Definicio. Megfigyelhetd név:

Tegyiik fel, hogy az x név nem esik korldtozds ald, ekkor ha a P folyamat
soronkovetkezd miivelete

e egy Xy prefix végrehajtdsa, akkor az x-t megfigyelhetd névnek nevez-
ziik, és ezt a tulajdonsdgot a P |5 jellel jeloljiik,

o egy x(y) prefix végrehajtdsa, akkor az x-t megfigyelhetd névnek
nevezziik, és ezt a tulajdonsdgot a P | jellel jeloljiik.

A definici6 alapjan tehat a megfigyelhetd név mindig az output vagy input
prefix alanya. A megfigyelhetd nevet a | nyillal jeloljiik, innen szdrmazik a
fogalmak elnevezésében a , nyilazott” jelzd.

2.6.26. Példa. (Megfigyelhetd nevek)
A P = x(y) + uv + 7.vw folyamatban P |, P |y, de P J,. |

2.6.27. Definicio. Nyilazott biszimuldcio:

Legyen R egy szimmetrikus bindris reldcio az S halmaz felett, és legyen
PR Q. Az R reldciot nyilazott biszimuldcionak nevezziik,

e haP|,, akkor Q. ,
e ha P - P', akkor van olyan Q', melyre Q SLIN Q' ésPPRQ,

ahol a az output vagy input prefixek alanya.

Mint a 2.6.2. és 2.6.3. szakaszokban vizsgdlt biszimuldciokndl tettiik, a
nyilazott biszimulacidra is megadjuk a kolcsonos hasonlésag definicidjat.

2.6.28. Definicio. Nyilazott kilcsondos hasonlosdg:

A nyilazott kolcsonds hasonlésdg legyen a nyilazott biszimuldciok unidja,
és a nyilazott kdlcsonos hasonlosdg jele legyen ~,| . Azt mondjuk, hogy P
és Q folyamatok nyilazott kolcsonds hasonlosag reldcioban vannak, azaz
P~ Q, havan olyan R nyilazott biszimuldcio, melyre PR Q.

A nyilazott kolcsonos hasonlésdg is ekvivalencia reldcid, és erre a kol-
csonos hasonldsdgra is bizonyithatéak a 2.6.8. és 2.6.10. tételekben a késdi
kolcsonos hasonldsdgra kimondott allitasok.
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2.6.29. Példa. (Nyilazott kolcsonds hasonlosdg)
Vizsgéljuk a

P=1.xy

ésa

0 = (vu) (uw | u(v).xv)

folyamatokat, és tegyiik fel, hogy PR Q. Nyilvanvald, hogy P |z , és mivel
az u kotott a Q-ban, Q |z , és mas megfigyelhetd név nincs sem a P-ben, sem
a Q-ban.

P—T>P'Eiy,

éserre P’ |z . A Q folyamat az u néven végrehajt egy kommunikéciét, aminek
az eredménye xw, azaz

05 Q0 =%w,

melyre Q' |5 .

Tehat ha PR Q, akkor P’ R Q' is fenndll. Hasonléan megdllapithat6 a tulaj-
donsédg az R ™! reldciérais, igy P < Q. O
2.6.30. Példa. (Trividlis nyilazott kolcsonos hasonlésdgok)

Nyilvanval6, hogy

Xy ~ (v)Xy ~ Xz,

hiszen mindegyik folyamatban a megfigyelheté név x. A harom folyamat
tehdt nyilazott kolcsonos hasonld, de ugyanakkor azt is latjuk, hogy a harom

folyamat egymastdl 1ényegesen kiillonbozik. Ezen a tulajdonsagon javitunk a
nyilazott kongruencia bevezetésével. O

A nyilazott biszimul4cié is alapreldcio, tehat a kongruencidt most is
definidlnunk kell.

2.6.31. Definicio. Nyilazott kongruencia:

A P és Q folyamat nyilazott kongruens, ha minden C kontextusra
C[P] ~, ClQ]. A kongruencia jele ~, tehdt ekkor P ~| Q.

A kés6i és korai kolesonos hasonlésdgokrol lattuk, hogy nem voltak kon-
gruencidk. Ez elmondhat6 a nyilazott kongruenciardl is.
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2.6.32. Példa. (A 2.6.30. példa kifejezései)

A 2.6.30. példaban szerepld Xy, (vy) Xy, xz folyamatok ko6zott fennallt a nyila-
zott kolcsonos hasonldsdg tulajdonsdg, azaz ezzel a fogalommal nem tudtunk
kiilonbséget tenni kozottiik. Nézziik a nyilazott kongruenciét:

Legyen példaul C = [ ]| x(u) . uv, ekkor

Clxylly »

Clxzllz ,

és a ((vy) xy) | x(u) . uv kifejezésben nincs megfigyelhet6 név, mivel

(vy) xy) | x(u) . uv =

) Gy | x(w) . iav) —

vy)yv,

azaz a nyilazott kongruencia a hdrom folyamatot mar megkiilonbozteti. O
A kongruencia meghatirozasa nem egyszert feladat, mivel a definiciéban

a kontextusra egy ,,minden” kvantor szerepel. Ezen konnyit a kovetkez6 tétel

[45], amely szerint a nyilazott kdlcsonos hasonlésag vizsgalatot csak a kon-
textusok egy részosztalyara kell elvégezni.

2.6.33. Tétel. (Kontextus lemma)
P ~| Q akkor és csak akkor, ha

Po|R ~ Qo|R

minden o-ra és R-re.

2.6.34. Példa. (Nyilazott kélesonds hasonldsdg és a nyilazott kongruencia)
A 2.6.29. példaban lattuk, hogy

P=1.xy *; Q=(u@wlu®).xv).

Legyen a C kontextus [ ]| x(z).zs, ekkor

C[P] =

T.xy|x(2).28 SN

xy | x(z).zs =
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ys,

és igy C[P]|, . Ugyanakkor
Clol=

((vu) (uw | u(v).xv)) | x(z).zs =
vu)xw | x(z).zs =

(vu) Gw | x(2) . Z5) —>

(vu)yws =

ws,

igy C[Q]l, . Tehdt P < Q,de P ~; Q nem 4ll fenn. ]

A fenti példa is azt mutatja, hogy a nyilazott kongruencidra és a nyilazott
kolcsonds hasonldsdgra fenndll a

~ — Ay

relcio.
A nyilazott és a korai kongruencidkra bizonyithaté a kovetkezd 4llitds
[45]:
2,635 Tétel. ( ~, = ~,)
H P~ Q akkor és csak akkor, ha P ~, Q.

A tétel azt mondja ki, hogy a nyilazott kongruencia lényegében azonos a
korai kongruencidval, a folyamatok megkiilonboztetését tekintve a nyilazott
és korai kongruencidk kozott nincs lényeges kiillonbség, és igy tovdbbra is a
késdi kongruencia adja a legfinomabb osztalyozast.

2.6.36. Példa. ( ~ = ~, )

Nézziik a 2.6.32. példdban szereplé Xy és Xz folyamatokat, amelyekrdl
a példaban lattuk, hogy a nyilazott kongruencia szerint kiilonboz6ek. Ha
ugyancsak ebben a példaban szerepld C = [ ]| x(u) . uv helyettesitést vessziik,
akkor

Clxy] =

Ty | x(u) . v —



2.6. Biszimulacio 75

W,

és

Clxz] =

Xz | x(u) . av —

7v.

Ezekre pedig a C[xy] ~, C[xz] biztosan nem teljesiil, tehdt a két folyamatot

mind a nyilazott, mind a korai kongruencia megkiilonbozteti. O

A 2.6.35. tétel allitasa csak a kongruencidk azonossdgat mondja ki, a kol-
csonos hasonldsdgra az azonossag nem teljesiil, ezt mutatjuk meg a kovetkezd
példaban.

2.6.37. Példa. ( ~ # ~,)

Legyen
P=Xxy,
Q=Xy.xz.

Azonnal lathatd, hogy Plx és Qlx, tehat P és Q nyilazott kolcsondsen ha-

sonl6. Ugyanakkor P =, P’,ahol P = 0és Q =, Q’, ahol Q' = xz. Tehat
ha PR Q, akkor P’ R Q' biztosan nem all fenn.

A példabdl az is lathato, hogy a két folyamat kdzott a nyilazott kolcsonds
hasonlésdg nem tudott kiilonbséget tenni, de a korai kolcsonos hasonldsag a
folyamatokat megkiilonboztette. O

A 2.8. dbrét a nyilazott kolcsonos hasonldsdgra és nyilazott kongruenciara
kapott 4j informacidkkal b&vithetjiik, az eredmény a 2.9. dbran lathatd.

2.6.5. Nyitott biszimulaci6

Az el6z6 szakaszokban lattuk, hogy a késéi, korai és a nyilazott biszimula-
ci6 mindegyike alapreldcio tipusu biszimuldcién alapul, azaz a kongruencia
definicidjaban kiilon eld kellett irni, hogy a helyettesités megtartja a folyama-
tok kozotti biszimulacié reldciot.

A nyitott biszimuldcié alapgondolata az volt, hogy a biszimulaciét
,nyissuk meg”, a helyettesitésre vonatkozd kovetelményt vigyiik be a bi-
szimul4cidba, és ekkor kozvetleniil a biszimulédcidval tudjuk a kongruenciat
definidlni. A gondolat D. Sangiorgitdl szdrmazik az 1990-es évek kozepérdl
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2.9. dbra. A nyilazott, korai és késdi kongruencia és kolcsonds hasonlosag

[44]. Ez az otlet vezetett el a nyitott biszimuldcio fogalmédhoz és a legfi-
nomabb kongruencidhoz, azaz amelyik a legkevesebb folyamatot taldlja
azonosnak.

2.6.38. Definicio. Nyitott biszimuldcio:
Legyen R egy szimmetrikus bindris reldcio az S halmaz felett, és legyen
PRQ . Az R reldciot nyitott biszimuldcionak nevezziik, ha minden o
helyettesitésre

e Po -5 P és bn(a) ¢ fm(P, Q) esetén van olyan Q' , melyre
Q-5 Q' ésPRQ .
A definicioban szerepld dtmenetek a 2.10. dbran lathatok.
A kordbban vizsgalt biszimuldcidkkal ellentétben a nyitott biszimul4cié
definici¢jdban nincs sziikség az x(y) input prefix kiillonvételére. Kordbban ezt

azért tettiik, mert a P A—(y)> P, Q x—(y)> Q’ végrehajtasakor a P’-ben és a Q’-ben
az y paraméter egy konkrét névre helyettesitddik, és az y Osszes lehetséges
helyettesitésére vizsgalni kellett a relacié fennallasat.

A nyitott biszimul4ci6 definiciéjdban a ,,minden o helyettesités” rekurziv,
hiszen ez a kvantalt helyettesités ott van a PR Q feltételben, és ott van a
PR Q’-ben is. Ez ut6bbi elemzéséhez is a helyettesitett a P'o’ és Q'o”’ ki-
fejezésekkel kell indulni, hiszen kozottiik is ott van az R reldcio, és ezek-
ben mar benne van az y formdlis paraméternek az input miiveletbdl szdirmazé
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P o /> 0
Yo Po Qo
P o, /- SO 0

2.10. dbra. A nyitott biszimulacié

helyettesitése is.

Igy ebbél azonnal lathatd, hogy a nyitott biszimulcié egyben késéi biszi-
mul4cid is. Azonban forditott irdnyban ez az allitds nem teljesiil, ezt a kdvet-
kez6 példdban mutatjuk meg.

2.6.39. Példa. (Nyitott és késdi biszimuldcio)
Legyen a P és Q folyamat a kovetkez6:

P = t.7+71,
0

Lathatd, hogy a Q-beli 7.7-nak és a T-nak ott van a megfelel§je P-ben, és
ha Q-ban x = y, akkor a P-beli 7.7, x # y esetén pedig a T a megfeleld
akciosorozat. Tehat P ~; Q.

Azonban P és Q-ra a nyitott biszimul4cié nem 4ll fenn. Természetesen a
kifejezések 7.7 + 7 részével nincs probléma, ezért vizsgaljuk a Q folyamat
Q' = 7. [x = y]7 részkifejezését.

T.x=ylt+T1.T+T.

Legyen o az identitds helyettesités. Ekkor

Q = [x=ylr,

és P-re kettd lehet&ség van (2.11. dbra):

P50 6 P-Dr.

Az elsé esetben hajtsunk végre egy [y := x] helyettesitést, ekkor Q" dtmenete
7 lesz, amibdl 7-val djabb dtmenetet képezhetiink. A P-bdl kapott 0-bdl ilyen

atmenetre nincs lehet6ség.
A masodik esetben a helyettesités legyen az identitas, igy Q’-bdl a 0-t
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kapjuk, mig P-bdl még egy tovabbi T atmenetet képezhetiink, amelynek nincs

meg a megfeleld atmenete Q’-bol. O
1d Q' R . P Id Q e R .. P
ly=x] [x=) ' d [x=)r '
T oo R 0 | — R T
0 0

2.11. dbra. A 2.6.39. példa dtmenetei

2.6.40. Definicio. Nyitott kolcsonos hasonlosdg:

A nyitott kolcsonds hasonldsdg legyen a nyitott biszimuldciok unioja, és
a nyitott kolcsonos hasonlosdg jele legyen ~, . Azt mondjuk, hogy P
és Q folyamatok nyitott kolcsonos hasonldsdg reldcioban vannak, azaz
P <, Q, havanolyan R nyitott biszimuldcio, melyre PR Q .

A jelolésekben az o index az angol open sz6 kezdébetiije.

A kongruencia definiciéjat a kordbbi biszimuldcidk esetén helyettesité-
sekkel vagy kornyezetekkel adtuk meg, ezek a helyettesitések viszont most a
biszimulacié definicidjaban mér benne vannak. Ezért a nyitott biszimuladcié
definicigja alapjan kimondhaté a kovetkez6 4llitas:

2.6.41. Tétel. (A nyitott kolcsonos hasonlosdg és kongruencia)

2.6.42. Példa. (Nyitott biszimuldcio)

A nyitott kolcsonos hasonlosdg kongruencia, és ha a nyitott kongruencidt
~o-val jeloljiik, akkor ~, = ~,.

Legyen
P=0,
Q=[x=ylr.

Mindkét folyamat all, és a kordabbi pontokban targyalt kdlcsonds hasonldsa-
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gokkal nem tudjuk megkiilonboztetni ezeket a folyamatokat.

Azonban ha végrehajtjuk mindkettdre az [x := y] helyettesitést, azonnal
latjuk, hogy a két folyamat kiilonb6z8, azaz a nyitott kdlcsonds hasonldsig a
folyamatokat megkiilonbozteti. O

2.6.43. Példa. (A nyitott biszimuldcid és a korldtozds)
Legyen
P =0,
01 =) [x=ylr.
Nincs olyan helyettesités, amelyik hatdssal lenne a folyamatokra, amelyik az
x-t vagy y-t megvéltoztatnd, mivel helyettesitések csak a folyamatokban levd
szabad nevekre vonatkozhatnak. Ezért Q; — 0, és a két folyamat nyitott
kolcsonos hasonlésag relacidban van, Py ~, Q.
Hasonl6 allitds mondhato el a
Pr=7,
O =) 7. [x=Yylr
folyamatokrol is.
Nézziik meg a kotott output prefixet is. Legyen

P3=X(y),

03 =x(y).[x=ylr.
Az atmenetek utdn
P20,

0 B [x= yit,

ezek megegyeznek a 2.6.42. példdban szerepld kifejezésekkel, amelyekrdl
lattuk, hogy a nyitott kolcsonos hasonldsag szerint kiillonbozdek. O

Az el6z6 példaban szerepld P3 és O3 folyamatok a nyitott kolesonos ha-
sonl6sdg szempontjabodl kiillonbozdek, mert mint lattuk, a korlatozott output
végrehajtisa feloldotta az y helyettesithetdségének tilalmat. A P3 és Q5 kife-
jezésekre is a hasonldsdgot szeretnénk elérni, hiszen y egy korlatozott név, az
x = y névazonossdg nem 4llhat fenn, és ezért az y helyettesithet6ségét meg
kellene tiltani.

Ugy tiinik, hogy a nyitott biszimul4cié definiciéjiban szerepld ,minden
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o helyettesités” til sok helyettesitést jelent. (A helyettesités miatt példdul a
True és False konstansok is kolcsondsen hasonléak, ha az egyikre egy [f := f]
helyettesitést {frunk el6. Ez nyilvan nem engedhet meg.)

Ezt a problémat gy oldhatjuk meg, hogy megadjuk azokat a névparokat,
amelyek mindig kiillonboznek egymadstdl, fiiggetleniil attél, hogy milyen
kornyezetben, milyen miiveletben szerepelnek. A 2.6.38. definiciéban sze-
repld ,,minden o helyettesités” kitételt pedig gy modositjuk, hogy a
helyettesités csak azokra a névparokra vonatkozik, amelyek nem szerepelnek
a megadott névparok halmazédban.

2.6.44. Definicio. Nevek megkiilonboztetése:

e Jeloljiik D -vel azt az N névhalmazon értelmezett szimmetrikus és ir-
reflexiv bindris reldciot, melyre xDy esetén minden o helyettesitésre
XOo # yo.

e Legyen Do = {(xo,yo) | xDy} .
o A D-t megkiilonboztetés reldcionak nevezziik.

o Azt mondjuk, hogy a o helyettesités megfelel a D megkiilonboztetés-
nek, ha xDy esetén xo + yo .

A Do halmazt bévithetjiik is, példaul Do U (y, fn(Po, Qo)) jelentse azt a
halmazt, amelyet igy kapunk, hogy a Dot bovitjiik azon parok halmazaval,
amelyeknek

e cls6 eleme y, a masodik eleme a Po- vagy Qo egy szabad neve,

e H~ pedig a H szimmetrikus lezdrdsa, azaz H- = H U H®, ahol H*® a
H-ban lev{ parok elemeinek megcserélésével kapott halmazt jelenti.

2.6.45. Definicio. Nyitott D-biszimuldcio:

Adott D megkiilonboztetésre legyen Rp egy szimmetrikus bindris reld-
cio az S halmaz felett, és legyen PRp Q . Az Rp reldciot nyitott D-
biszimuldcionak nevezziik, ha minden D-nek megfelelé o helyettesitésre
Po -5 P és bn(a) ¢ fm(P, Q) esetén

e ha a = x(y), akkor van olyan Q' , melyre Qo ﬂ Q' és PP Rp Q'
ahol D’ = Do U (y, fu(Po, Qo))

e ha a # x(y), akkor van olyan Q' , melyre Qo SN Q' és P’ Rp, Q.
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P o /> 0
Yo Po Qo
P, /- JO 0

2.12. dbra. A nyitott D-biszimulacié

2.6.46. Definicio. Nyitott D-kolcsonds hasonlosdg:
A nyitott D-kolcsonos hasonlosdg legyen a nyitott D-biszimuldciok unidja,
és a nyitott D-kolcsonos hasonlosdg jele legyen 4,? . Azt mondjuk, hogy P
és Q folyamatok nyitott D-kolcsonds hasonlosdg reldcioban vannak, azaz
P <P Q. havan olyan Rp nyitott D-biszimuldcié, melyre PRp Q .

A nyitott D-kolcsonos hasonldésag nyilvanvaléan kongruencia, és a nyitott
D-kongruencidt ~2-vel jeloljiik.
Megjegyezziik, hogy
0 4 0

~ =~ es ~_ =~

o 4 o 0"

2.6.47. Példa. (A 2.6.43. példa nyitott D-biszimuldcioval)
A 2.6.43. példaban szerepls

P3;=Xx(y),
Q3 =x0) . [x=ylr

folyamatok a nyitott kdlcsonds hasonlésag szempontjabodl kiillonbozdek vol-
tak. Lattuk, hogy

x(y)
P3 — 0 >

)
03 — [x=ylr,
és a O3-ra alkalmazott [x := y] helyettesités adta azt az eredményt, hogy a két
folyamat kiilonb6z6.
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Legyen D = {(x,y), (¥, x)} . Most azt kell beldtnunk, hogy

[x=ylr <00,

ez pedig teljesiil, mert az [x := y] helyettesitést nem hajthatjuk végre, igy
[x=ylr=0.

A P;3 és Qs folyamat kozott tehat a nyitott D-kolesonos hasonldsag fenndll. O

Sajnos a nyitott biszimulacié definiciéjaban levd ,,minden o helyettesités”
a tulajdonsag tesztelését is elég kellemetlenné teszi. A szakirodalomban tobb
modszer is taldlhaté ennek elkeriilésére.

Az egyik mddszer (M, @) parokkal dolgozik, ahol M az a-ban szerepld
nevekre dsszegyjtott olyan informécid, ami az o végrehajtasdhoz feltétleniil
sziikséges. A biszimulacio tesztelése igy az a prefix esetén csak azokkal a he-
lyettesitésekkel foglalkozik, amelyek az M-ben vannak 6sszegytjtve. Példaul
az [x = y]a . P folyamatban az « prefixhez tartozé informacié ({[x = y]}, @),
és igy

x=yla.P "5 p

Egy ezen az elven mi{ikodd nyitott biszimulacio teszteld program részletes
leirdsa és implementacidja a [12]-ben megtaldlhatd.

A nyitott kdlcsonds hasonldsdgra és nyitott kongruenciara kapott dj infor-
mécidkkal tovabb bdvithetjiik a 2.6.4. pontban megadott 2.9. dbrat, a kapcso-
latok a 2.13. dbran l4thatok.

2.6.6. Gyenge biszimulacio

Két folyamat k6zotti kommunikécid kiviilr6l nem figyelhet6 meg, a kommu-
nik4cid input és output miiveletének adatcseréje nem lathatd, az akcidsorozat-
ban a kommunikaci6 tényére csak a 7 szimb6lum utal. Ebben a pontban ilyen
tipusu akciésorozatokkal foglalkozunk, azaz mint egy , kiils6 szemlél6” adjuk
meg a folyamatok szimuldcidjanak lefrasat.

Az eddig vizsgélt biszimulaciok mindegyike az erds jelz6t kapta, mert
mint a 2.6.6. definicié utdn megjegyeztiik, az 4tmenetekben a 7 kommunika-
cidkat ugyanolyan sullyal vettiik figyelembe, mint a tobbi ,,lathaté” akci6t.
Ebben a pontban a folyamatok kozotti olyan kapcsolatokat vizsgalunk, ame-
lyekben a 7 dtmenetek nem jatszanak szerepet, és ezeket a biszimulacidkat,
kolcsonos hasonlésdgokat, kongruencidkat a gyenge jelzével latjuk el.
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2.13. dbra. A nyilazott, korai, késdi és nyitott kongruencia és kolcsonos hasonldsdg

A biszimulacidk vizsgédlatakor a kovetkezd uj jeloléseket fogjuk
hasznélni:

z z . T z

= nulla vagy tobb egymdsutdni — dtmenet,

(o4 (3
— —_——r— ,

. (04

@ =, haa#T,
f—

=, haa=r1.

2 sre

2.6.48. Definicio. Gyenge késdi biszimuldcio:
Legyen R egy szimmetrikus bindris reldcio az S halmaz felett, és legyen
PRQ.Az R gyenge biszimuldcio,
e haP -5 P, a # x(y) és bn(a) ¢ (P, Q), akkor Q — Q' esetén
PRQ,

e ha P & P,y ¢ fm(P,Q), akkor Q :ﬂ Q' esetén minden z-re
van olyan Q", melyre Q'[y :=z] = Q" és P'[y :=z] RQ" .

A biszimuldciot gyenge késdi biszimuldcionak nevezzik, mert a folya-
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matok végrehajtasakor az input prefixbdl kapott név a kommunikacidkor
helyettesitddik az input prefixet kovetd folyamatba, azaz most a késdi sze-
mantika szabdalyait alkalmazzuk.

A definicidban szerepld atmenetek a 2.14. €s 2.15. dbran lathatok.

P o, - S 0 ) J— - S 0
! Yond
a#ET J/a/i.r
|
) - S 104

P o vz 30" Qly:=2l
U
Yz P'[y:=z] e R e Q"

2.15. dbra. Gyenge biszimulacid, @ = x(y)

A gyenge kés6i biszimuldcidra a kolcsonds hasonlésag és a kongruencia
definicidja a megszokott feltételeket irja eld:

2 o

2.6.49. Definicio. Gyenge késéi kolcsonos hasonlosdg:

sz e P

A gyenge késdi kolcsonos hasonlosdag legyen a gyenge késdi kolcsonds bi-
szimuldciok unioja, és a gyenge késdi kolcsonds hasonlosag jele legyen
&) . Azt mondjuk, hogy P és Q folyamatok gyenge késdi kolcsondsen ha-
sonloak, azaz P #; Q, ha van olyan R gyenge késdi biszimuldcio, melyre

PRO.
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A késéi kolesonos hasonldsag és a gyenge késéi kolesonos hasonlésag
definici6jabol megallapithatjuk a kdvetkezo tételt:

2.6.50. Tétel. (Az erds és gyenge késdoi kolcsonis hasonlosdg)

Az allitas természetesen forditott irdinyban nem igaz, hiszen a gyenge kol-
csonds hasonlésagra megadott feltételek az erds valtozatra nem feltétleniil
teljesiilnek.

Minden erds kolcsonos hasonlosdg egyben gyenge kolcsonos hasonlosdg
is.

2

2.6.51. Definicio. Gyenge késdi kongruencia:

sz

A P és Q folyamat gyenge késdi kongruens, ha minden o helyettesitésre
Po %, Qo . A kongruencia jele ~;, tehdt ekkor P ~; Q.

A gyenge késéi kolesonos hasonlésag tehat nem kongruencia, erre utal
most is a kolcsonos hasonldsdg jelében a =~ szimbdlumon a pont jel.

A gyenge késbi kolcsonos hasonldsagra is érvényesek az erds késbi kol-
csonos hasonlésdgra a 2.6.8. tételben kimondott tulajdonsagok. Példaul az,
hogy a #; reldci6 ekvivalencia reldcio.

2.6.52. Példa. (Gyenge késdi kolcsonds hasonldsdg)
Vizsgaljuk a kovetkezé kolcsonos hasonlésagot:
P 51 T.P.

Legyen @ = ¢, ahol € a nulla hosszisagu akcidsorozat. Az éllitds azonnal
adodik a 2. 6 48. definici6 elsd pontjabol Az R relacidkat a 2.16. dbrarol

leolvashatjuk. Az dbrén a 7. P = P helyett 7. P -5 P 4tmenetet ldtunk,
mivel

&
fr—
&
f—

&
—_—

el
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2.16. dbra. P %, T.P

2.6.53. Példa. (Gyenge késdi kolcsonds hasonldsdgok)

Hasonl6an konnyen beldthaté a kovetkezd két kolcsonds hasonldsag is:
P+t.P & T.P,
a.(t.P+Q) % a.P+a.(r.P+Q). m]

A gyenge kés6i kolcsonos hasonlésdg azonban rendelkezik két
kellemetlen tulajdonsaggal, a + miivelet és a korlatozds a kolcsonos hason-

16sdgot nem tartja meg. A + miveletre ezt a kovetkezé példaban mutatjuk
meg.

2l

2.17. dbra. (A 2.6.54. példa 4brdja)



2.6. Biszimulacio 87

2.6.54. Példa. (A + miivelet nem kolcsondos hasonlésdg tarto)
Az el6z6 példaban lattuk, hogy
P é[ T.P.

Legyen P = b, és kapcsoljunk a + mivelettel példdul egy @ folyamatkife-
jezést mindkét oldalhoz. Legyen

Pi=b+a,
0
Be kell latnunk, hogy P, #; Q) ,azaz

T.b+a.

b+a # t.b+a.
Tegyiik fel, hogy taldltunk egy megfelel6 R relacidt, és Py R Q; . Legyen

01 BLIN Q) ., ekkor Q}-hez kell keresni egy Pj-t, melyre Py = P] és
PIRQ; . llyen P csak a Py lehet, ezért Py R Q) . De ez biztosan nem jo,

mert P BN 0, és Q}-bdl nincs semmilyen @ dtmenet (2.17. dbra). O

A gyenge késdi biszimulaci6 definiciéjanak mdsodik része kissé bonyolultnak
tlinik, de ha ebben az 4dtmeneteket az erds késdi biszimuldcidé dtmeneteihez
hasonléra leegyszertsitjiik, a relacié ekvivalencia tulajdonsiga megsziinik,
példaul a tranzitivitds nem teljesiil. Ezt mutatjuk meg a kovetkezd példaban.

2.6.55. Példa. (Tranzitivitds a modositott definicioval)

Legyen a 2.6.48. definicié mésodik pontjanak mddositasa a kovetkezd:

/)
o haP P,y ¢ fu(P, Q), akkor van olyan Q' , melyre Q . Q' és

minden z-re P'ly := zZ] RQ'[y := 7],

a modositott atmenetek a 2.18. dbran lathatdk.

Vizsgaljuk meg a kovetkezd harom folyamatkifejezést [44].

P, = x(y).r+71.a+7.[y=wla) + x(p).[y =wla,
P, = x(p).t+1.a+7.[y=wla),
P; = x(y).(r+71.2).
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) 2J - S 0
x() “)r(y)
Pl Q/
Vz Ply:=z] e - S Q'ly :=1z]

2.18. dbra. A médositott gyenge biszimuldcié

Azy=wésy # w esetek vizsgdlatdval azonnal 14that6, hogy
Py 2 P, % P3,¢é Py % Ps.
Haa =, jellel jeloljiik a fenti modositassal kapott relaciot, akkor a
Py &, Py % P3
kapcsolatok konnyen belathatdk, de erre a reldciéra mar a P; %, P; nem all
fenn, hiszen P, 2, [y = wla is lehet, ami az y és w-t6l fiiggden 0 vagy «,

. x(y) s .. £ 1z . 24
mig P3 — (7 + 7.a) . Ezek kozott relacié semmilyen helyettesitésre sem
hatdrozhaté meg. o

2

A gyenge kés6i biszimulacié definicidjanak masodik részére egy masik
sikertelen kisérlet is kozismert, ezt a kovetkez6 példaban mutatjuk meg.

P, /2 ST 0

“x?y) “r@)

P 0
Yz Py i=z] oo R oo Q'ly :=z]

2.19. dbra. A gyenge biszimulacié méasodik médositasa
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2.6.56. Példa. (A 2.6.48. definicio mdsodik modositdsa)

Legyen a 2.6.48. definicié mésodik pontjanak mddositasa a kovetkezd:

e ha P g P,y ¢ fn(P,Q), akkor van olyan Q’, melyre Q g Q' és
minden z-re P’y := z] RQ’'[y := 7] .
A moédositott dtmenetek a 2.19. dbran 14thatok.
Tekintsiik a kovetkezd két folyamatot:
P=x(y).ly=vIR +7.[y=VvIR"),
O=x(y).y=vI(R+7.R").
Konnyen belathatd, hogy P ~; Q . Nézziik a kovetkez6 dtmenetet:

x()
P=[y=Vv]R",

x()

amely vagy R” vagy 0 . De QO = R”, &s lathato, hogy itt a 0 szimulacidjira
nincs lehet&ség, ami ellentmond a 2.6.50. tétel allitasanak. O

Ahogyan a késéi biszimuldciéhoz megadtuk a gyenge késéi biszimulacié
definicidjat, a korai biszimuldcidnak is megadhatjuk a gyenge valtozatat:
2.6.57. Definicio. Gyenge korai biszimuldcio:
Legyen R egy szimmetrikus bindris reldcio az S halmaz felett, és legyen
PRQ. Az R gyenge korai biszimuldcio,

e haP -5 P a# x(y) és bn(a) ¢ fn(P, Q), akkor Q = Q' esetén

PRQ,
e hax(y).Pésx(y).Q-ray ¢ fn(P,Q) és x(y) P Ply := w], akkor

minden w-re van olyan Q', melyre Q = Q és Oy =w] =
Q”, melyre Ply :=w]RQ" .

A gyenge korai biszimulacié dtmenetei a 2.20. dbran l4thaték. A kolcso-
nos hasonldsag és a kongruencia jele %, és =,, definicidjuk a kordbbi ilyen
fogalmakhoz hasonlé médon adhaté meg, nem részletezziik.

Megadhatjuk a gyenge nyitott D-biszimuléciot is:
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T ................. > S 0 X(Y) L P oo - x(3).0
ook |-
xw VwEIQ[
Q'ly:=wl
Yw P[y = W] 4444444 R o Q"

P o cT— 0 ) I g 0
Yo Po Qo Yo  Po Qo
Jaix@) “&‘ ‘A(») “\0)
P o Rpo 0 P o cI— 0

2.21. dbra. A gyenge nyitott D-biszimul4cid

2.6.58. Definicio. Gyenge nyitott D-biszimuldcio:

Adott D megkiilonboztetésre legyen Rp egy szimmetrikus bindris reldcio
az S halmaz felett, és legyen PRp Q . Az Rp reldciot gyenge nyitott D-
biszimuldcionak nevezziik, ha minden D-nek megfeleld o helyettesitésre
Po - P’ és bn(a) ¢ fm(P, Q) esetén

e ha a = x(y), akkor van olyan Q' , melyre Qo g Q' és PP Rp O,
ahol D' = Do U (y,fn(Po, Qo)™ ,

e ha a # x(y), akkor van olyan Q' , melyre Qo — Q' és P Rp, Q.

A gyenge nyitott D-biszimulédcié dtmeneteit a 2.21. dbrdn lathatjuk. A
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kolcsonos hasonlésdg és a kongruencia jele é(l)) és ~P, definiciéjuk a kordbbi

ilyen fogalmakhoz hasonlé médon irhat6 le, most nem részletezzik.

Befejezésképpen megadunk egy egyszerd allitdst a nevek megkiilon-
boztetésének halmazara, amely a folyamatok gyenge nyitott biszimulacidja-
nak vizsgélatdhoz hasznosnak bizonyulhat:

2.6.59. Tétel. (A megkiilonboztetés)
H HaP=~P QésDcCD, akkorP~Y Q.



3. FEJEZET

A pi-kalkulus algebrai elmélete

Ebben a fejezetben a pi-kalkulus algebrai axiomatizaldsaval és ennek a rend-
szernek az alkalmazasaval foglalkozunk, ami a kdvetkezdket jelenti:

e megadunk egy axiémahalmazt,

e alkalmazzuk az egyenldségi érvelés mbodszerét,

és ezzel a pi-kalkulusra vonatkoz6 ,igaz”, azaz az axiémarendszernek meg-
feleld allitdsokat hatdrozunk meg.

Az egyenldségi érvelés formuldk manipuldldsara szolgdlé olyan mod-
szer, amelynek 1ényege, hogy egyenléek barmikor, barmilyen kontextusban
helyettesithet6ek egymdssal. Az egyenldség fogalomba bele kell érteniink a
szintaktikai egyenldséget, amit a = jellel jeloliink, és a szemantikai egyen-

16séget, aminek a megszokott jelolése az = jel.

3.1. A Kkolcsonos hasonlésag axiomarendszere

Els6 1épésben az er6s késbi kolcsonds hasonldsdgot axiomatizaljuk, majd
a 3.2. szakaszban megadjuk az er8s késdi kongruencia axiémarendszerét is
[36, 33]. Ezért el8szor csak azt tessziik fel, hogy az egyenldségi érvelésben az
egyenldségre a reflexivitds, szimmetria és tranzitivitds szabalyok érvényesiil-
nek, de a helyettesitést nem alkalmazhatjuk, mert a helyettesités szabalyanak
alkalmazdsdval a 2.6. szakaszban a kongruencia tulajdonsdgokat definidltuk.

Most csak a ,,véges” pi-kalkulussal foglalkozunk, a replikdcié miiveletét
kihagyjuk a rendszerbdl.

Ebben a fejezetben haszndlni fogjuk a folyamatkifejezések fej-
normdlfomdjdt, amelyet a kovetkez$ definiciéval adunk meg.



3.1. A kolcsonos hasonlosdg axiomarendszere

3.1.1. Definicio. A fej-normadlforma:

Egy P folyamatkifejezés fej-normdlformdban van, ha prefixes folyamatki-

fejezések Osszege:

A kolcsonds hasonldsdg axiomarendszere a 3.1. és 3.2. tdbldzatokban

PEZa’,‘.P,‘
i

lathat6. A tablazat els6 oszlopa az axiémak neveit tartalmazza.

Az axiémarendszert SGE-vel szokds jelolni, a strong ground equivalence

szavak kezdGbetdibdl.

STR

CONGR1

CONGR2

suM0
SUM
MATCHO
MATCH
RESTO
REST]
REST3
REST4

RESTS

DEFEGY

Ha P = Q, akkor P = Q ,

ha P = Q, akkor xy . P = xy.0,
T.P = 1.0,
P+R = Q+R,
P|R = OQOIR,
vP = (v)Q,
[x=ylP = [x=)]0,

Ha Plx :=y] = Q[x :=y], Vyefu(P,Q)U{y},
akkor x(y). P = x(3).Q,
P+0=P,

P+P=P,
[x=y]P=0,hax+y,
[x=x]P=P,

(vx)P =P, ha x ¢ fn(P),
(vx)(vy) P = (vy)(vx) P,
)P+ =P+ 0,
vx)a.P=a.(vx)P, ha x ¢ n(a) ,

(vx)a.P =0, ha x az a alanya,

Ha P(x) =X 0, akkor P(y) = Q[x := y] .

3.1. tdbldzat. Az erbs késbi kolesonos hasonldsag axiomadi (1. rész)
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Exp HaP=3,a;.PiésQ=7%;a;. .0,
ahol Vi, j-re bn(a;) U fn(Q) = 0, bn(B;) U fu(P) = 0
és a;, B egyike sem kitott output prefix, akkor

PlO=2a;.(Pi|Q)+ 2B (P|Q)+ Zﬁ T.Rij,
! J @ipp j

ahol a;pB; és R;; a kovetkezok:

ha a; = Xy és B; = x(z), akkor R;; = P; | Qj[z :=y],

ha a; = x(y) és B; = Xz, akkor R;j = Pily :=2z]| Q; .

3.2. tdbldzat. Az er6s késbi kolcsonods hasonldsdg axiomai (2. rész)

A tablazatokban nem szerepelnek az axiémdk egyenldségi reldciobol
szarmazo reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv kovetkeztetései.

A conGrl axidéma azt mondja ki, hogy az input prefix kivételével min-
den operdtor megtartja az egyenldséget. Az input prefixre a CONGR2 axidma
vonatkozik. Sajnos az input prefix nem 6rzi meg a folyamatok kolcsonos ha-
sonldsdgit, ezért a

Ha P = Q akkorn.P=m.Q

szabdly nem firhat6 fel a m = x(y) prefixre, ezt a szabdlyt médosita-
nunk kell. A conGr2 axiéma azt dllitja, hogy a kolcsonds hasonldsag
kovetkeztetéséhez elegend6 a kotott x-re vonatkozd helyettesitéseket a fo-
lyamatok szabad neveire és az y-ra vizsgdlni, minden mds helyettesités az y
injektiv helyettesitéseib6l szarmazik (2.6.10. tétel masodik allitdsa). A vizs-
gélat véges id6ben elvégezhetd, hiszen a helyettesitendd nevek szama véges.

A REsT4 axidma szerint a korldtozdsok ,,atnyomhatdk™ a prefixeken vagy
a RESTS axi6ma szerint a folyamattal egyiitt el is tlinhetnek, kivéve azokat az
eseteket, amikor ezek az axidmak nem alkalmazhatdk, amikor x az « szabad
neve. A REST3 axiéma a gyakorlat szempontjabdl jelentSs, mert az Osszegre
vonatkozo korldtozas két kisebb folyamatra, az 6sszeg tagjaira tevodik at.

Lathat6, hogy a congr1 utolsé axiémaja redundans a Marca0 és mMaTcHI
axiomak miatt, de az axiémat meghagyjuk, mert kés6bb még sziikség lesz ra.

Az axiémdkat arra is haszndlhatjuk, hogy megmutassuk, minden kifejezés
egy kozos formadra, a fej-normdlformdra hozhato.
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3.1.2. Tétel. (Fej-normdlforma egzisztencidja)

Minden P folyamathoz megadhato egy olyan Q folyamat, amelyik fej-
normdlformdban van és a P = Q dllitds bizonyithatd, azaz

SGE+P=0Q.

Megjegyeziink még a tétellel kapcsolatban egy fontos allitast: Q-ban a
skatulyazott prefixek mélysége nem nagyobb, mint a P-ben.

3.1.3. Tétel. (Az axiomarendszer helyesség tétele)

Ha a fenti axiomarendszerben az = egyenldségeket az ~; erds késdi kol-
csonos hasonlosdggal interpretdljuk, akkor az axiomarendszer szabdlyai
érvényesek.

Tehat

SGE+P=Q ~ P %, Q,

ahol ~» a kovetkeztetés jele. A forditott irdnyu allitas is igaz:

3.1.4. Tétel. (Az axiomarendszer teljesség tétele)

Minden P és Q folyamatra, ha P ~; Q, akkor az axiomarendszer szerint
P=0.

A tétel allitasa formélisan a

P Q~ SGE-P=0Q

alakban irhat6 fel.

3.2. A kongruencia axiomarendszere

Prébéaljuk meg a kongruencidra alkalmazni a kolcsonds hasonlésdgra a 3.1.
és 3.2. tablazatokban megadott axidmakat, nézziik az axiémakat a leirds sor-
rendjében.

A STR, CONGR1,. .., sum axidmdkkal semmilyen probléma nem meriilhet

2 -

fel. A conGR2 axidmadt egyszerisiteni is tudjuk, felirhatjuk
CONGR2’ Ha P = Q, akkor x(y).P = x(y).Q

formdban, hiszen a kongruencia definicidja ezt lehetévé teszi. A coNGr1 és
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CONGR2’ axiémdk Ossze is vonhatdk az operdtor fogalmat hasznélva:

CONGR Ha P = Qés P’, Q' jeloli a P-re és Q-ra egy operdtor alkalmazdsdval
kapott kifejezést, akkor P’ = Q’.

Tovabb vizsgalva az axiémdkat, latjuk, hogy most a marcHO axiéma nem
alkalmazhatd, mert példaul az [y := x] helyettesitésre az axiéma nem lesz
érvényes.

Az azonossdg prefixek konnyli kezelésére bevezetjiik az M-mel jelolt
tobbszoros azonossdg fogalmat, amelyik x = y allitdsok konjunkcidja. Ha az
M-et egy n. P folyamat prefixeként hasznéljuk, akkor ezt az [M]x. P kife-
jezéssel jeloljuk. Ha M = m; Amy A -+ A my, akkor

(M. P =25 if my then (if my then (... (if my then P)...)).

Azt mondjuk, hogy M implikdljaaz N = nj AnyA- - - An tobbszords azonossa-
got, ha minden o helyettesitésre és minden i-re m;o- = n;o.

M & N, azaz M ekvivalens N-nel, ha M implikalja N-et és N implikdlja
M-et.

Ezek utdn az azonossag prefixek kezelésére bevezethetjiik az
mml [M]P =[N]P, haM & N
axiémat.

Sajnos az utolsd, az Exp axidma nem lesz szdmunkra j6. Ugyanis a
helyettesités miiveletére a parhuzamos folyamatok kolcsonds hasonlésiga
nem feltétleniil marad meg, azaz a folyamatok nem biztos, hogy kongruensek
maradnak, mint azt a 2.6.14. példaban lattuk. A médositott axidmat nevezziik
EXP’-nek.

A kongruencia axiémarendszere a 3.3. és 3.4. tdbldzatokban l4that6. Az
axiémarendszert SGE’-vel jeloljiik.

Az SGE’ axiémarendszer is alkalmas a folyamatkifejezések fej-
normdlfomédja egzisztencidjanak bizonyitasara, de a fogalmak egy kicsit val-
toznak az el6z6 szakaszban megadottakhoz viszonyitva.

3.2.1. Definicio. Teljes konjukcio:

Legyen V a nevek egy halmaza. Ekkor az M konjunkciot a V-re nézve tel-
Jesnek nevezziik, ha M x =y egyenldségeket tartalmaz az x,y € V nevekre.

Ha x = y ¢ M, akkor az x # y allitds igaz. Az M halmaz tehat
egyértelmiien deklardlja, hogy a V-ben mely nevek azonosak.
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STR Ha P = Q, akkor P = Q,

CONGR  ha P = Q, akkor P = ¢Q, ¢ egy operdtor,
sumO P+0=P,

SUM P+P=P,

mm 1 [M]P=[N]P, haM N,

MM2 [x=y]P=0, hax +y,

MM3 [x=x]P =P,

mm4 [M](P1 + P2) = [M](Py) + [M](P2) ,

MMS [Mla.P = [Ml(a.[M]P), habn(a) ¢ M,
MMO [x=y]a.P=[x=yl(aly:=x]).P,
ResT0  (V)[M]P =0, hax +y,

REST] vx)(vy) P = (vy)(vx) P ,

REST3 vx)(P+Q)=(x)P+(vx)Q,

REST4 vx)a.P=a.(vx)P, ha x ¢ n(a) ,

RESTS vx)a.P =0, ha x az a alanya,

XL 0, akkor P(y) = Olx := y] .

DEFEGY Ha P(x)

3.3. tdbldzat. Az erbs késbi kongruencia axiomadi (1. rész)

Azt mondjuk, hogy az M konjunkcié megfelel egy o helyettesitésnek, ha
M-ben x = y akkor és csak akkor szerepel, ha xo = yo.

3.2.2. Definicio. A V halmazra vonatkozo fej-normdlforma:

Egy P folyamatkifejezés a nevek egy V halmazdra nézve fej-
normdlformdban van, ha [M] «a . P folyamatkifejezések dsszege, azaz

P=) [Miai.Pi,

ahol minden i-re bn(a;) ¢ V és M; a V-re nézve teljes konjunkcio.
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EXP’ HaP:Zi[Mi]a'i-PiéSQzZj[Nj]ﬁj-Qj’
ahol Vi, j-re bn(a;) U fn(Q) = 0, bn(B;) U fn(P) = 0
és a;, B egyike sem kitott output prefix, akkor

P1Q=2[Mla;.(Pi| Q)+ 2LIN;1B; . (P| Q)+
i J
2 [M; AN; Ax; =y]]T. Ry,
aipf;
ahol a;pBj, a;, bj és R;; a kovetkezdk:
ha a; = X;y és Bj = y;(2), akkor R;; = Pi | Qj[z :=y],
ha a; = x;(y) és B; = y;z, akkor R;; = Pily :==z] | Q; .

3.4. tdbldzat. A kongruencia axiémadi (2. rész)

Az axiémadkat arra is haszndlhatjuk, hogy megmutassuk, minden kifejezés
egy kozos formdra, a fej-normdlformdra hozhaté.

3.2.3. Tétel. (Fej-normdlforma egzisztencidja)

Minden V névhalmahoz és minden P folyamathoz megadhato egy olyan Q
folyamat, amelyik a V-re nézve fej-normdlformdban van és a P = Q dllitds
bizonyithato, azaz

SGE’+P=0Q.

Most is teljesiil az az allitas, hogy Q-ban a skatulyazott prefixek mélysége
nem nagyobb, mint a P-ben.

Ezek utin megadjuk az SGE’ axiémarendszerre és a kongruencidra
vonatkozé két {6 4llitast.

3.2.4. Tétel. (Az axiomarendszer helyesség tétele)
Ha a kongruencidra megadott axiomarendszerben az = egyenldségeket az
~ erds késdi kongruencidval interpretdljuk, akkor az axiomarendszer sza-
bdlyai érvényesek.
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Tehat

SGEE+P=Q ~ P~ Q.

A forditott irdnyu allitas is igaz:

3.2.5. Tétel. (Az axiomarendszer teljesség tétele)

Minden P és Q folyamatra, ha P ~; Q, akkor az axiomarendszer szerint
P=0Q.

A tétel allitdsa formélisan a

P~ Q ~ SGE'+P=0Q

alakban irhat6 fel.



4. FEJEZET

Specialis pi-kalkulusok

A elmult két és fél évtizedben a pi-kalkulusnak nagyon sok valtozatit dolgoz-
tak ki, mindegyikben a folyamatoknak egy vagy tobb specialis jellemzdjét
helyezve el6térbe. Francesco Zappa Nardelli (Département d’informatique,
Ecole normale supérieure, Paris) mondta egy eléaddsan: "Pi-calculus litera-
ture describes zillions of slightly different languages, semantics, equivalen-
cies." Ezek kozott vannak sikeres, haszndlt és jol bevilt elméletek, de vannak
kevésbé sikeresek is.

A sikeresnek mondhat6 elméletek koziil mutatunk be néhanyat ebben a

fejezetben.

4.1. Az aszinkron pi-kalkulus

A pi-kalkulus kommunikicidja szinkronizdlt, a kommunikicié akkor zajlik
le, amikor az output és az input miivelet aktiv, a két mivelet egyidében és
parhuzamosan fut. Ugyanakkor, példédul a disztributiv rendszerekben, az out-
put miivelet végrehajtasa id6ben lényegesen kordbban végrehajtédhat, jéval
megel6zheti az input miiveletet. Ezt ugy lehet elképzelni, hogy az output
miivelet az adatot egy tiroldra helyezi, és az adat addig ott marad, amig az in-
put miivelet onnan ki nem olvassa. Feltessziik, hogy ez a tarol6 tetsz6legesen
azaz a beirasi sorrendet.

Az alapgondolat az, hogy az xy.P folyamatot bontsuk két részre, ve-
gyiik le az output miiveletet, és az outputot a P-vel futtassuk parhuzamosan
(4.1. édbra). Az dbran a P’ arra utal, hogy mire a kommunikacié az x néven
megtorténik, a P végrehajtasa mar sok 1épéssel eldrehaladhatott.

Ez az aszinkronitas a pi-kalkulusba tigy épithetd be, hogy output prefixe
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)_cy.Plx(z).Q—>§y|P|x(z).Q...—>..jy|P’|x(z).Q—T>P’|Q[z::y]

4.1. dbra. Az xy . P atalakitdsa

csak a 0 folyamatnak lehet, azaz csak xy.0 = Xy alakd output miveleteket
engediink meg. Ezt nevezziik nemfeliigyelt outputnak, mivel az output adata-
nak fogaddsardl nincs semmilyen informdcio.

A pi-kalkulusnak azt az alrendszerét, amelyik ilyen tipusi kommunika-
ciot ir le, aszinkron pi-kalkulusnak nevezzik, és az An jellel jeloljiik [22].

4.1.1. Szintaxis és miiveleti szemantika

4.1.1. Definicio. Az An-kalkulus szintaxisa:

Az Art-kalkulusban a prefixeket és a folyamatokat a kovetkezd kifejezések-
kel adjuk meg:

Pu=Xy. 0| M| P|P| ()P |!P
M:=0| xy).P|T.P| M+M

A definiciéban nem firtuk ki a kotott output prefixet, mivel ez a 2.4.7.
definici6 szerint a (vy) xy kifejezés rovid jelolése. Az Ar-kalkulusban nincs
[x = y] azonossdg prefix, ennek az oka a rendszer konnyebb kezelhetdsége.

Az alapvetd kiilonbség a pi-kalkulushoz viszonyitva az, hogy nincs vagy
miivelet tetsz6leges folyamatok kozott. A definicidbdl lathatd, hogy az 6sszeg
kifejezés tagjai csak input vagy 7 prefixes folyamatok lehetnek. Ez 6sszhang-
ban van azzal a gondolattal, hogy a kalkulusnak aszinkron kommunikaciot
kell megvalésitani.

Az Am-kalkulus szabad és kotott neveinek definicidja, szerkezeti kon-
gruencidjdnak szabdlyai a 2.3. szakaszban leirtakkal egyeznek meg. A korai
miiveleti szemantikéat (2.6.3. pont) haszndljuk, és a 4.1. tdblazatban megadjuk
az An-kalkulus miveleti szemantikdjanak szabalyait.

A tdblazatbdl lathatd, hogy az Asz-Output szabdly pontosan lefrja a nem-
feliigyelt output miiveletet, a tobbi szabdly pedig megegyezik a korai szeman-
tika miveleti szabalyaival.
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P=P P—>0Q 0=(
- [StruCT]
P — Q
W.P-5P x#y
— [Asz-Outpur] o [OPEN]
.P20 30).PS p
- [InpuT] ~ [Tau]
x(y). P — Ply :=w] 7.P— P
PSP
EEEE— [Sum]
P+0-5p
PSP, b -
nia) NmQ)=0 [Pag]
PIQ— P |Q
r-5 P, x¢n(a)
- [REs]
(vx)P — (vx)P’
PSP
—— [Rep]
\P— P'| P
PLp, 0
— Q Q [EARLY-CoMm]
PIOQ— P |
¥0).P 5P x().0 -5 0lz =y
- [CLoSE]
X(y). Pl x(z).Q — (vy)(P | Qlz :=yD

4.1. tdbldazat. Az Ar-kalkulus miiveleti szemantikdjdnak szabdlyai

A kovetkezd példaban az An-kalkulus folyamataira megadunk néhany
egyszert, de érdekes atalakitdsi szabalyt, amelyek az Am-kalkulus defini-
ci6jabdl és a miveleti szemantika szabdlyaibdl kovetkeznek.

4.1.2. Példa. (Folyamatok dtalakitdsai)

e HaP -5 P, akkor P = Xy | P,
x(y) _
e ha P2 P’ akkor P = (vy) Gy | P)
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Xy a . a Xy
e haP—>— P ésP—— P’ akkor P = P”,

o haP 3% P P50 présy g n(a), akkor P = P

e haP 2 p ésw ¢ fn(P), akkor P LN P’[w :=y]
és P =P'lw:=y],

o ha P 252 P s g fn(P), akkor P~ (vy) P/[w = ]
és P =y P'lw:=y]. O

4.1.3. Példa. (Output miiveletek sorozata)
Hay, z ¢ fn(P), akkor nézziik meg a
vy, 2) Xy I yz | zu | P)

folyamatot. Megmutatjuk, hogy a P miikodésére nincs semmilyen megkotés,
de P az outputokat csak balrél-jobbra halad6 sorrendben hasznélhatja fel.

Mivel feltettiik, hogy y,z ¢ fn(P), a P-ben nem lehet y() vagy z() input
prefix, igy els6 prefixként sem, ezért az yz és zu outputok nem kommunikal-
hatnak. Csak az Xy johet széba, tehat P legyen x(u) . P’ alakd. Ekkor

vy, 2) (Fy | ¥z | Zu | x(u). P') —>
(vy,2) 0z | Zu | P'u:=yl) .

Ahhoz, hogy a yz kovetkezzen, P’-nek u(v) . P” alakuinak kell lennie, amit az
[u := y] helyettesités y(v) . P”-ra ir at. Tehat

(v7y,2) Gz | zu | P'lu:=y]) =
vy, 2) (yz lzu| y().P"),
és ekkor

vy, 2)@ul .P'v:=2z]).

v

Az el6z6 gondolatmenethez hasonldan, a zu végrehajtasahoz P = v(w) . P"”’,
ami a helyettesités utan z(w). P lesz. Igy

vy, 2)(zu| P'lv:=z]) =
(vy,2) Gu | z(w) . ")
vy, 2) P [w = u] =

Pv.

Tehat az output miiveletek val6ban balrél-jobbra haladva hajtddtak végre, és a
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P = x(u).u(v).v(w). P" folyamat valéban az outputok sorrendjében olvasta
a kikiildott adatokat. o

A pi-kalkulus output és input prefixes folyamatai atalakithaték az Arn-
kalkulus kifejezésére, a konverzi6 jelolésére a [ ]| zar6jeleket hasznaljuk [5].
(Ez nem tévesztendd Ossze a természetes szdmok és a lambda-kifejezések
folyamatkifejezéseivel, amelyeket a 2.5.5. és 2.5.8. pontokban hasznaltunk.)

Haw,u ¢ fn(P, x,y), akkor legyen

def

[%y. Pl (w) Gw [ w(w) . iy | [PD)) ,
[x@.Pl == x(w).(u) @l u(@). [P]).

A mtiveletek 4talakitdsa a kovetkez6képpen torténhet:
[0] =

Plol == [PlIIC]

[P1 = 1[P]

o0 P] == [Pl

4.1.4. Példa. (Szinkron kommunikdcio az An-kalkulusban — 1.)

Nézziik meg a pi-kalkulusbeli

Xy.P|x(2).0 > P|Qlz =]

kommunikécié végrehajtdsat az Ar-kalkulusban.

[Xy. Pl [x). QI
vw) Gw | ww) . @iy | TPD) | x(w) . (vu) Gou | u(z) . [Q]) =

w) (T | w(w). @y | [P]) | x(w). (vu) Gou | u(z) . [QT) ) —

w) (w(w) . @y | [P1) | (vu) Gou | u(z) . [ Q1)) =

vw,u) (ww) . @y | [P1) | Wu | u(z). [Q]) —

vw, ) @y | [P] | u(z). [Q]) —

w,u) (ay | [PT | u(). [Q]) —

w,u) (TPT | [Q1[z := y]) =

[PI1[QTIz = y]. o

def
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Ismert egy masik, rovidebb és egyszeriibb atalakitss is, polimorfikus input
és output miiveletekkel:

[xy.P] (vu) (x Cy, u) | u() . [P1)

[x(v). Ol x(v,w).wQ e weQ
4.1.5. Példa. (Szinkron kommunikdcio az An-kalkulusban — 2.)

def

def

Nézziik meg az el6z6 példa folyamatait a masodik atalakitasi médszerrel.

[xy. P [ [x(z). O
) (xy, w) | u(Q) . [P [ x(v, w) . W O IO =

vu) (X, u) [uQ) . [P | x(v, w). (W) | [Q]) ) —

) O - [P T O IO =y, w:=u])) =

V) Q) [PT | GO | QT = y,w o= u])) —

) (P IQNY =y, w = u]),

és mivel feltettiik, hogy w ¢ O,

) (TP TQNIY =y, w:=u]) =

[P TNV = y]. O

def

4.1.2. Biszimulacio

Mivel ebben a kalkulusban a kiilsé szemlél6 szaméra konnyen megfigyelhetd
esemény csak az output miivelet, varhatd, hogy a kdlcsonos hasonldsdg szem-
pontjabdl ez a kalkulus nem lesz nagyon hatékony. Az Ar-kalkulus folya-
matainak hasonldésagat a nyilazott biszimuldcioval kapcsolatos fogalmak fel-
hasznéldsaval elemezziik.

El6szor definidljuk a megfigyelhetd nevet és a nyilazott biszimuldciét.
Ezek megegyeznek a 2.6.4.. és 2.6.27. definici6kban leirtakkal, attdl elte-
kintve, hogy itt a definici6kban nem szerepel az input prefix.
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4.1.6. Definicio. Megfigyelhetd név az An-kalkulusban:

Tegyiik fel, hogy az x név nem esik korldtozds ald, ekkor ha a P folyamat
soronkovetkezd miivelete

e egy xy vagy x(y) prefix végrehajtdsa, akkor az x-t megfigyelhetd
névnek nevezziik.

Ha a P folyamat megfigyelhetd neve x, akkor ezt a tulajdonsdgot a P 4|5
jellel jeloljiik.

A definicié alapjdn tehat a megfigyelhet6 név mindig egy output prefix
alanya. A P 4l5 jelolésben az A betli az ,,aszinkron” jelz&re utal.

4.1.7. Definicio. Nyilazott biszimuldcio az An-kalkulusban:

Legyen R egy szimmetrikus bindris reldcio az S halmaz felett, és legyen
PRQ. Az R reldciot nyilazott biszimuldcionak nevezziik,

e ha Pylz, akkor Q alx ,
o haP - P’, akkor van olyan Q', melyre Q = Q' ésPRQ.

A nyilazott kolcsonds hasonldsdgot a 2.6.28.-ban definidltuk, ez a defini-
ci6 valtozatlanul athozhaté az An-kalkulusba.

4.1.8. Definicio. Nyilazott kolcsonos hasonlosdg:

A nyilazott kolcsonds hasonlosdg legyen a nyilazott biszimuldciok unidja,
és a nyilazott kolcsonos hasonlosdg jele legyen ~,| . Azt mondjuk, hogy P
és Q folyamatok nyilazott kolcsonos hasonlosdg reldcioban vannak, azaz
P 241 O, havan olyan R nyilazott biszimuldcio, melyre PR Q.

A nyilazott kongruenciat a pi-kalkulus kornyezeteivel adtuk meg, igy en-
nél a fogalomndl mar meg kell kiilonboztetniink a két kalkulust, mivel most
az An-kalkulus kornyezeteit kell haszndlnunk. A kongruencia neve legyen
aszinkron nyilazott kongruencia.

4.1.9. Definicio. Aszinkron nyilazott kongruencia:

A P és Q folyamat aszinkron nyilazott kongruens, ha minden An-
kalkulusbeli C kontextusra C[P] ~4; C[Q]. A kongruencia jele legyen
~Als tehdt ekkor P’“AL 0.



4.1. Az aszinkron pi-kalkulus 107

4.1.10. Példa. (Kiilonbség a nyilazott kongruencidk kozott)
Nézziik a

P =L ). %y

ésa

0 L g

folyamatokat. Az An-kalkulusban egyik folyamatnak sincs megfigyelhetd
neve, és nincs 7 dtmenete sem, P és Q aszinkron nyilazott kongruensek.
A P 1ugy értelmezhetd, hogy a tarol6bdl olvas egy nevet és ezt ugyanazon
a néven azonnal visszaadja, tehat 1ényegében, valéban nem csindl semmit.
Ugyanakkor a két folyamat nyilvdnvaléan nem nyilazott kongruens a pi-
kalkulusban. O

A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogy az Ar-kalkulusban az aszinkron kon-
gruencia milyen kapcsolatban van mas kongruencidkkal. E16szor az aszinkron
biszimul4ciét, majd az aszinkron kolcsonds hasonlésdgot definidljuk.

4.1.11. Definicio. Aszinkron biszimuldcio:

Legyen R egy szimmetrikus bindris reldcio az S halmaz felett, és legyen
PR Q. Feltéve, hogy y ¢ fu(P, Q), az R aszinkron biszimuldcid,

e haP-5 P a= xy, x(y) vagy T, akkor Q = Q' esetén PP RQ’,
o haP -5 P’, akkor

- ha Q = Q', akkor P" R Q’, vagy
- ha Q - Q, akkor P’ R(Q' | Xy) minden y-ra .

A definicié mdsodik {6 pontja is az An-kalkulusnak azt a tulajdonsagat
mutatja, hogy csak az output miiveleteket tudjuk megfigyelni (4.2. dbra).

Az An-kalkulusban az aszinkron ko6lcsonos hasonlésagot a korabbi rend-
szerekbdl mar jol ismert definiciéval adjuk meg.

4.1.12. Definicio. Aszinkron kolcsonos hasonlosdg:

Az aszinkron kolcsonos hasonlosdg legyen az aszinkron biszimuldciok
unioja, és az aszinkron nyilazott kolcsonos hasonlosdg jele legyen ~, . Azt
mondjuk, hogy P és Q folyamatok aszinkron kolcsonos hasonldsdg reld-
cioban vannak, azaz P ~, Q, ha van olyan R aszinkron biszimuldcid,
melyre PRQ .
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) - - S, 0
xy l/
o

P o - SR 0 | %y Vy

4.2. dbra. Az aszinkron biszimul4ci6 definiciéjanak utolsé sora

Az aszinkron kolcsonos hasonlésdgnak van egy nagyon kellemes tulaj-
donsédga, bizonyithatd, hogy ez a tulajdonsidg minden helyettesitésre, min-
den kontextusra, még az input prefixre is, megmarad. Ennek alapjan azonnal
adodik a kovetkezd tétel.

4.1.13. Tétel.

H Az Art-kalkulusban az aszinkron kélcsonds hasonlosdg kongruencia.

Jeloljik az aszinkron kongruencidt ~,-val, igy ennek a tételnek a

<. = ~, nevetis adhatjuk.

Mir tobbszor utaltunk rd, a nyilazott kongruencia a megfigyelhetd
nevekkel foglalkozik, igy szerepe a gyakorlati alkalmazasokban jelentds. Ep-
pen ezért az aszinkron rendszerek vizsgdlatdban kiillondsen nagy szerepet jat-
szik a kovetkez§ tétel.

4.1.14. Tétel. (~4y = ~4)
Minden P és Q An-kalkulusbeli folyamatra P ~4; Q akkor és csak akkor

dll fenn, ha P ~, Q.
4.2. A lokalizalt pi-kalkulus

Az x(y) . P folyamat az y néven fogadja a bejovs adatot és ennek a feldolgo-
zdsa a P-ben torténik meg. Erre tobb lehet8ség is van, példaul
e yegy Ujabb input alanya lesz, azaz ezen az y néven fog majd olvasni,
e yegy output alanya lesz, vagyis az y néven fog adatot kiildeni,

e tovabbkiildi valamilyen néven az y-t,
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e yegy azonossdg prefixben szerepel.

Szamunkra az els6 eset az igazdn érdekes. Tegyiik fel, hogy a pi-
kalkulusnak megadtuk egy elosztott implementdcidjdt (ezzel majd a 4.3.1.
pontban fogunk foglalkozni), amelybdl most az a fontos szdmunkra, hogy
minden névhez (csatorndhoz) egyértelmiien hozzdrendeliink egy helyet.
Példaul tegyiik fel, hogy az x,y,z nevekhez hozzéarendeltiink egy /; helyet,
az u, v, w helyekhez egy masik, [, helyet. Az x(y) . P input prefixes folyamat
az x miatt az /| helyen van, az uw output az implementacio szerint barmelyik
helyrdl jelentkezhet.

Adjunk meg két kifejezést:

aw és x(u).u(v).Q.

A mdsodik folyamat az x név helyén, azaz [,-en van. Nézziik meg, hogy mi
torténik:

aw | x(u).u(v).Q SN
w).QOlu :=w],

azaz a (-t tartalmazd kifejezés helyét senki nem valtoztatta meg, még mindig
az [;-en van, de a kommunikdcié eredményébdl azt 1atjuk, hogy nem itt van a
helye, mér az l,-n kellene lennie.

Ezt a problémat kétféleképpen tudjuk megoldani:

o megtiltjuk az x(u) . u(v) alakd egymds utdni inputok haszndlatat,

e nem engedjiik meg az x(u).u(v) kifejezések haszndlatdt, de az ilyen
kifejezést egy 1j input-konstrukcidval atalakitjuk, és a kalkulusban az
atalakitott kifejezést hasznéljuk.

Az elsd véltozat kalkulusa a lokalizdlt pi-kalkulus, amit Lr-vel jeloliink,
a mdsodikat linedris tovdbbito pi-kalkulusnak nevezziik, és a kalkulus jele
Lfr, ahol az f az angol tovabbitd (forwarder) széra utal. Az Lfr kalkulussal
a kovetkez6 szakaszban foglalkozunk.

4.2.1. Szintaktika, miiveleti szemantika, biszimulacié

A lokalizalt pi-kalkulus az aszinkron pi-kalkulus alrendszerének tekinthetd.
A 4.1. szakaszban targyalt fogalmak, definiciok, tételek jelentds része a meg-
felel6 korlatozasokkal a lokalizalt pi-kalkulusra is érvényes, ezért ezeket itt
nem ismételjilk meg, inkdbb a lokaliz4lt pi-kalkulus specifikus tulajdonsagait
elemezziik.
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4.2.1. Definicio. Az Ln-kalkulus szintaxisa:

Az Lr-kalkulusban a prefixeket és a folyamatokat a kovetkezd
kifejezésekkel adjuk meg:

Pu=M|P|P| ()P | P
M:=0|Xxy.P| x(p).P|T.P,

ahol x(y) . P esetén az y név P-ben nem lehet input alanya.

Az Ln-kalkulusban tehat csak az output, input €s a 7 prefix megengedett.

A definici6 utolsé sordban szerepld szoveges feltétel €ppen arrol a kife-
jezésrdl szol, amirdl a bevezetdbben megmutattuk, hogy milyen problémét
okoz. Tehat ebben a a kalkulusban x(y).(...y(v)...) szerkezeti folyamat-
kifejezések nem lehetnek.

Az Lr-kalkulus miiveleti szemantikdja azonos az An-kalkulus szeman-
tikdjaval, a szabdlyokat nem ismételjiilk meg. Az aszinkron pi-kalkulusnal a
nyilazott biszimul4cidt elemeztiik, itt most a gyenge nyilazott biszimuldcioval
és kongruencidval kezdjik.

El6szor definidljuk a megfigyelhetd nevet és a nyilazott biszimulaciot.

4.2.2. Definicio. Megfigyelhetd név az Ln-kalkulusban:

Tegyiik fel, hogy az x név nem esik korldtozds ald, ekkor ha a P folyamat
soronkovetkezd miivelete

e egy Xy vagy X(y) prefix végrehajtdsa, akkor az x-et megfigyelhetd
névnek nevezziik.

Ha a P folyamat megfigyelhetd neve x, akkor ezt a tulajdonsagot a P |5
jellel jeloljik. Ha P = P’ és P’ 1|z, akkor a P |}z jelolést hasznéljuk.

A definici6 alapjan tehdt a megfigyelhetd név mindig egy output prefix
alanya. A jelolésekben az L beti a ,,lokalizalt” jelz6re utal.

4.2.3. Definicio. Gyenge nyilazott biszimuldcio az Ln-kalkulusban:
Legyen R egy szimmetrikus bindris reldcio az S halmaz felett, és legyen
PRQ. Az R reldciot gyenge nyilazott biszimuldcionak nevezziik,

® ha Prlz, akkor O [z,

e haP > P’, akkor van olyan Q', melyre Q = Q' és P’ RQ’.
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4.2.4. Definicio. Gyenge nyilazott kolcsonos hasonlosdg az Ln-kalkulus-
ban:

A gyenge nyilazott kolcsonds hasonlosdg legyen a gyenge nyilazott biszi-
muldciok unidja, és a gyenge nyilazott kolcsonos hasonlésdg jele legyen

&, . Azt mondjuk, hogy P és Q folyamatok gyenge nyilazott kdlcsonos
hasonlosdg reldcioban vannak, azaz P %) Q, ha van olyan R gyenge
nyilazott biszimuldcio, melyre PR Q.

A kongruencidt is a szokdsos médon definidljuk:

4.2.5. Definicio. Gyenge nyilazott kongruencia az Ln-kalkulusban:

A P és Q folyamat gyenge nyilazott kongruens, ha minden Lr-kalkulusbeli
C kontextusra C[P] % C[Q]. A kongruencia jele legyen =, tehdt ekkor
P XLl Q

Két folyamat gyenge nyilazott kongruencidjanak meghatarozdsa a gya-
korlatban nem egyszerii feladat. Most megmutatjuk, hogy ezt a felada-
tot hogyan lehet egyszertibben megoldani. Attranszformaljuk a vizsgi-
land6é folyamatok kifejezéseit tovdbbitoknak nevezett folyamatkifejezések
felhasznaldsaval, és megmutatjuk, hogy ezeknek a kifejezéseknek a kongru-
encidja az eredeti kifejezések kongruencidjat biztositja.

A 4.2.1. definici6 nem teszi lehetévé az x(y).y(v). P szerkezetd kife-
jezések haszndlatat. Emiatt a tiltds miatt kellene tehat egy folyamat, amelyik
athelyez egy P folyamatot az egyik helyr6l egy masik helyre. A lokalizalt
pi-kalkulusban erre a célra definidlhaték olyan specidlis folyamatok, ame-
lyeket tovabbito folyamatoknak neveziink. A szakirodalomban ezt gyakran
osszekotdnek, kabelnek, linknek is nevezik, de vigydzat, ez nem tévesztendd
0ssze az F, kalkulusok 6sszekotStipusdval, mint a neve is mutatja, az ott egy
tipus, a lokalizalt pi-kalkulusban ez egy folyamat.

A tovabbit6 folyamat pufferként viselkedik, gy képzelhet6 el, hogy az
egyik végpontjan beolvassa a nevet, €s ezt a nevet a masik végpontjan adja
ki.

Kétfajta tovabbito folyamatot definidlunk. Egy trividlis megoldas a kovet-
kez6.
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4.2.6. Definicio. A statikus tovdbbito folyamat:

Ha x,y két név, akkor az
x>y Lol Ix(u).yu

folyamatot statikus tovdbbitonak nevezziik.

A folyamat nevében is benne van, hogy statikus, azaz nem kapcsolédik
a rendszer dinamikdjahoz. A j6 megoldds nem ilyen egyszerti, nem lehet en-
nyire konkrét. Mint a bevezet6 példdjaban is lattuk, a megoldassal kapott kife-
jezésnek lehet, hogy kapcsolddnia kell egy kommunikacié miiveletéhez, és itt
yu egy szabad output, amivel nem biztos, hogy a kivant eredményt érjiik el.

4.2.7. Definicio. A dinamikus tovdbbito folyamat:

Ha x,y két név, akkor az

x -y == xw). (v2) 5z ] 2 — w)

folyamatot dinamikus tovdbbitonak nevezziik.

Az x — y folyamat nem felel meg a lokalizalt pi-kalkulus szintak-
tikus szabdlyainak, mivel a jobb oldalon is szerepel egy — operétor, de bi-
zonyithatd, hogy a jobb oldalon all6 kifejezéshez megadhat6 egy olyan La-
beli kifejezés, amely korai kdlcsondsen hasonlé ehhez a kifejezéshez [26].

A dinamikus tovabbit6 folyamat felhaszndldsdval egy folyamatot &t
tudunk alakitani igy, hogy a folyamat ne tartalmazzon szabad output prefixet.
Ezt az atalakitast a [ ] zardjelekkel jeloljiik, és az Lx-kalkulus folyamataira a
4.2. tablazatban adjuk meg.

A fenti szabdlyokkal atalakitott kalkulust nevezziik [L]r-kalkulusnak.
Az atalakitas szabdlyaibdl azonnal lathat6, hogy az atalakitassal kapott kife-
jezések az Lr-kalkulus kifejezései maradnak.

Ez a kalkulus megtartja a gyenge nyilazott kolcsonos hasonlésdgot is [4],
amit a kovetkez6 tétellel mondunk ki.

4.2.8. Tétel. (A gyenge nyilazott kolcsonds hasonlosdg)
Legyen P és Q az Ln-kalkulus két folyamatkifejezése. A két kifejezésre tel-
Jjesiil a kovetkezd dllitds:

P %p, Q akkor és csak akkor, ha [P] #r; [QO] .

Az [L]ir-kalkulusban a gyenge kongruencia is megmarad, azaz az 4ta-
lakitas kongruenciatartd.
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o =L o,
[ = 2Gzlz—>).
[xo).PI == x().[P].
[P 1Pl == [PiIIP:I,
oo Pl ==  oolPl,
[x3).PT =L 1x(y).[P].

4.2. tdbldzat. Az Ln = [L]r atalakitas szabélyai

4.2.9. Tétel. (Gyenge kongruencia az [L]]n-re)
Legyen P és Q az Ln-kalkulus két folyamatkifejezése. A két kifejezésre tel-
Jjesiil a kovetkezd dllitds:

P =1, Q akkor és csak akkor, ha [Pl ~r; [Q] .

Erdekességképpen megmutatjuk, hogy a helyettesités miivelete hogyan
irhat6 le a tovabbité folyamattal.

A pi-kalkulusban nyilvdnvaléan helyes a helyettesités
Plx :=y] = (vu) (uy | u(x) . P)

atirasa, de az Lr-kalkulusban is meg tudjuk adni a helyettesitett folyamatot,
nem azonossaggal, hanem kongruencidval.

4.2.10. Tétel. (Helyettesités az Ln-kalkulusban)
Ha x # y és x ¢ fu(P), akkor

Plx:=y] = (vx)(P|x>Yy).

4.2.2. A Késleltetett input

Az aszinkron kalkulusndl l4ttuk, hogy egy output miivelet a folyamat végre-
hajtasat befejezi. Hasonlé gondolat vezetett el a késleltetett inputos lokalizdlt
pi-kalkulus bevezetéséhez [26, 25]. A kalkulust DLmn-vel jeloljiik, a D betl az
angol delayed sz6bdl szarmazik.

A kalkulus abban kiilonbdzik az L lokalizélt kalkulustdl, hogy van benne
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egy késleltetett input prefix, amelynek a jele a(x)P, azaz a jelolésben nincs
pont a prefix és a folyamat kozott. A prefix azt jelenti, hogy az input miiveletet
nem kotelezd végrehajtani a P elétt, hiszen nem biztos, hogy az inputra azon-
nal jon egy olyan output, amivel az input kommunikalni tud. Elindulhat a P
folyamat végrehajtdsa, és a P végrehajtdsa majd csak akkor 4ll le, amikor az
x néven vart bejové adatra sziiksége lesz.

A DLr-kalkulus prefixei a kovetkezdk:
m = xy [ x(y) | dxy ,
ahol
¥ = (wy) [z | (v2)z(y) zeN.
Tehat a 9xy . P folyamatra a P lehetséges prefixei:
) xy, z)xy, (vo)z(y)xy,

és felhivjuk a figyelmet arra, hogy az utolsé kettd Osszetett prefix-
kifejezésben az elsé tag egy késleltetett input prefix.

— [DL-iNPUT]
x(y)P — P
P p x ¢ bn(a),y ¢ n(a
@y en@
x(Y)P — x(y)P’
PSP
[DL-comm]

X(YP — (vy)P'[y := 2]
PLP x# y

P p

)X,
P b iz

(v2) P (V2)z(y)xy P

[DL-IN-0UT-1]

[DL-IN-0UT-2]

4.3. tabldzat. A DLr-kalkulus miiveleti szemantikdjdnak néhdny szabalya
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4.2.11. Példa. (Hatdrozzuk meg a felsorolt prefixek szabad és kotott neveit)

Jn(xy) = {xyh,  bn(xy) =0,
fn((vy) Xy) = {x}, bn((vy) xy) = {l,
Sn(z(y)xy) = {zx},  bnz(y)xy) = {,
n((vo)zxy) = {x}, bn((voz(y)xy) = {zy}. m

A DLr-kalkulus legérdekesebb szabdlyait a 4.3. tdbldzatban adtuk meg.

A DL-pEL szabdlybdl lathat6 igazdn az input késleltetésének jellege. A P-
re egy @ dtmenetet hajtunk végre, amely teljesiil, a P-bol P’ lesz. Az x(y) input
miveletnek ezen id6 alatt nem feltétleniil kell aktivizalédnia, a szabalybdl
latjuk, hogy az input még a P’-nél is ott van, azaz még nem hajtddott végre.

A DLn-kalkulus kifejezései konnyen dtalakithaték az Lz kalkulus kife-
jezéseire, egy P kifejezés atalakitdsat a { P |} jeloli.

Az atalakitds szabdlyait a 4.4. tablazatban adjuk meg. A késleltetett in-
putot a statikus tovabbit6 folyamat felhasznaldsaval alakitottuk at.

1) = o,
o) = T,
(x0).P} == x().1P},
P == ) @.y>z[{P]).
1P == {P}I{P2),
{o0P) == (0P},
1x0). PE =L 1x(y).{P}.

4.4. tdbldzat. A DLr = L 4talakitds szabdlyai

A kovetkezbkben kimondunk néhany olyan fontos allitast, amelyek két
folyamat kongruencidjanak vizsgalatdnal hasznosak lehetnek.
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4.2.12. Tétel. (Gyenge kongruencia a { |} dtalakitdsra)
Legyen P és Q a DLn-kalkulus két folyamatkifejezése. A két kifejezésre
teljesiil a kovetkezd dllitds:

P =1, Q akkor és csak akkor, ha { P} =, {Q}.

Ha a késleltetett inputot a dinamikus tovabbité folyamat felhaszndlasaval
alakitjuk 4t és az atalakitést { }4,-nel jeloljik, akkor a 4.4. tdblazat { x(y)P |}
sora igy médosul:

1XO)Phan =5 ) (x@).y = 2 [ {Phain) »

a tablazat tobbi soraba az atalakitasokhoz csak a din indexet kell beirni. Ekkor
érvényes a kovetkez allitas is:

4.2.13. Tétel. (Gyenge kongruencia a { b4, dtalakitdsra)
Legyen P a DLn-kalkulus egy folyamatkifejezése, ekkor

[P~y A IPTE-

Osszefoglalva, a kalkulusok, dtalakitdsok és a kapcsolataik tomér jelolés-
sel a kovetkezdok:
Lt U a(x)P = DLnr,
[M: L = (Lr + xy) = [L]n,
[Lr = Ln,
{} : DLn = Lnxn,

ahol a + jel az output prefix modositasat, a ~ jel a ,,hasonl6t” jelenti.

4.2.3. A lokalizalt pi-kalkulus és a lambda-kalkulus

A 2.5.8. pontban foglalkoztunk azzal a témdval, hogy a lambda-kalkulus kife-
jezései hogyan alakithatdk 4t a pi-kalkulus kifejezéseire. A név szerinti kalku-
lus 4talakitdsdnak szabdlyai mér a 2.5.31. definiciéban szerepeltek:

def

[x]l (p).xp,
[x.E] == (p).(vg) (Bq | lq(x,r) . [ET(r)
[EF]T =L (p).vq)(LEI(q) | ) (Grp).r(s) . [FT(s)) ) .

Most itt, ellentétben az el6z6 pontban {rottakkal, a [] zaréjelekkel a lambda-
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kifejezések atalakitdsat jeloljiik.

Csak az absztrakci6 atalakitdsaval foglalkozzunk, a véltozéra és az app-
likacidra az absztrakciéhoz hasonlé gondolatmenettel és miiveletekkel tudjuk
az atalakitist meghatdrozni.

Azonnal l4thatd, hogy az absztrakcid kifejezése Lr-beli kifejezés is lehet,
nincs benne x(u) . u(v) alaku sorozat. A q(x,r) = g(x).q(r) pedig azért nem
okozhat problémat, mert az utana kovetkezd [E] (r) biztosan egy output pre-
fixszel kezdédik.

Eppen ebbdl a g(x). q(r) . [E] (r) sorozatbdl latszik az is, hogy az x és
r inputok feldolgozdsa csak az E-ben fog megtorténni, ezért az inputokat
atirhatjuk késleltetett inputra is, az absztrakci6 atalakitdsa felirhat6

(p). vg) (pq | 'q(x)g(NIETr))

alakban. Igy a kapott kifejezés mar egy DLn-beli kifejezés lett (az inputok
kozott mar nincs pont karakter).

A q(x)q(r)[ET(r) kifejezést visszaalakithatjuk egy Lx-beli kifejezésre,
felhaszndlva az

def

{x()P}) vy) (x(z).y>z[{P})
szabdlyt:
{a()q(OIENr) | =

vx) (q) . x> v {gOIEN (D) =
vx) (g) . x> v | (vr) (gw).re>w [{IET(N D) =
vx,r) (gv,w). (x> v|re>w) [{[ETD .

Igy a lambda-absztrakciéra a kivetkezs szabalyt kaptuk:

[Ax.E] <<= (»).(vg) (pg | \(vx,r) (gv,w). (x> v |row) [{LE]IMD) .

4.3. A linearis tovabbité pi-kalkulus

A linedris tovabbité pi-kalkulusban nem vagyunk olyan , szigortiak”, mint a
lokaliz4lt kalkulusban, itt is megtiltjuk az x(u) . u(v) kifejezések haszndlatt,
de ezt ellensilyozva bevezetiink egy Uj input-konstrukcidt, amit linedris
tovabbitonak neveziink [16].

A linedris tovabbitdt a —o jellel jeloljiik. Feladata az lesz, hogy egy folya-
matot egyik névrdl egy masik névre helyezzen at.
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4.3.1. Definicio. A linedris tovdbbito:

A linedris tovdbbitot a kovetkezd kifejezéssel adjuk meg:

[x@).u(v). Q1 = x(u).(vu')(w—ou |u'(v).1QD,
ahol a [ ]| zdrojelek az dtalakitdst jelzik, és —o a linedris tovdbbitds jele.

Az x —o y linedris tovabbit6 esetén x-et a tovabbitd input nevének, y-t a
tovabbito output nevének nevezziik.

A 4.2. szakasz bevezetGjében irtuk le a pi-kalkulus egy lehetséges elosz-
tott implementdciojdt, ezt az implementaciot hasznéljuk ebben a szakaszban
is. Az implementdcio szerint a 4.3.1. definiciéban az azonossag jel két oldalan
all6 mindkét kifejezés az x-hez tartozo helyen van, igy az dtalakitassal kapott
kifejezés is tud kommunikdlni egy xw kifejezéssel, tehdt a kommunikacié
lehet6sége nem romlott el.

Az j kalkulusban a lokalizalt pi-kalkulus prefix- és folyamat-definiciit
megtartjuk, de azt a feltételt, hogy ,,x(y) . P esetén az y név P-ben nem lehet
input alanya”, arra cseréljiik le, hogy az ilyen kifejezésekre a fenti 4.3.1.
definiciéban megadott dtalakitdst kell alkalmaznunk. Az igy kapott kalkulust
nevezziik linedris tovdbbito pi-kalkulusnak, a kalkulust Lfr-vel jeloljiik.

4.3.1. Az Lfn-gép

Ebben a pontban megadunk egy olyan ,gépet”’, amelyik az Lfnr-kalku-
lus miveleteit hajtja végre, megadjuk a kalkulus elosztott implementd-
cigjdt. Mint mar kordbban is emlitettiik, hogy minden névhez (csatorndhoz)
egyértelmiien hozzarendeliink egy helyet.

A helyeket egy-egy téglalappal dbrazoljuk, a téglalap bal fels6é sarkaba
irjuk a helyhez tartozé neveket, ezeket a hely cimkéjének nevezziik. Hi-
vatkozaskor a téglalapokat balrél-jobbra szimozzuk. A téglalapba irjuk bele
azokat a kifejezéseket, amelyek ehhez a helyhez tartoznak.

A folyamatokat az els6 tagjuk szerint helyezziik el:

e az xw. P folyamat tetszbleges helyre keriilhet,

e az x(y). P input prefixes folyamat az x névhez tartozo helyre keriil,

e a (vx) P folyamatnak, mivel x a P sajit neve, egy Uj, eddig még nem
1étezd helyet készitlink, ha eddig n hely volt, akkor ez az Gj hely az /4
sorszamot kapja,

e az x —o y| P kifejezést az x névhez tartozé helyre irjuk be.
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4.3.2. Példa. (A kezdeti dllapot)
Legyen a kifejezés
u(x). () (x = v|v(z).P) [ uy [yw,

és tegyiik fel, hogy két hely van, az u és az y név tartozzon ezekhez a
helyekhez. Helyezziik az u(x) . (vv) (x — v | v(z) . P) kifejezést az u-val jelzett
helyre, az outputos prefixi kifejezéseket az y cimké;jti helyre. Ekkor a kovet-
kez6 elrendezést kapjuk:

u ¥

u(x). (v) (x = v|v(2).P) uy | yw

Nézziik meg az Lfw-gép miikodését.

Az elsé helyen a folyamat egy u(x) input mivelettel kezdédik. Ekkor a
gép megnézi, hogy van-e ezen a helyen az u névre output. Ha taldl ilyet, ak-
kor végrehajtja a kommunikéciét, ha nincs, akkor olyan helyet keres, ahol
egy uz output taldlhat6. Ha nincs ilyen hely, akkor a gép megdll, és egy error
hibajelzést ad. Ha van ilyen output, akkor elészor az output prefix@i folyama-
tot 4tteszi az u névhez tartozo helyre, (ez lesz a "8 stmenet), és utdna

comm

végrehajtédik a megadott kommunikdcié, amita = 4atmenettel jeloliink.
4.3.3. Példa. (A kommunikdcio)

Folytassuk az el6z6 példat:

‘ y

u(x).(v) (x o v|v(z).P) @y | jw MOVe
uy | u(x).(ww)(x - v|v(z).P) Iw comm
! y

W) (y = v| (). Plx = y]) w

O

Most a vv korlatozas kovetkezik. Mint mar kordbban a folyamatok elhe-
lyezésénél irtuk, meghatdrozunk egy tj, eddig még nem haszndlt nevet, ez
most legyen a v'. A V' nevet ahhoz a helyhez rendeljiik, amelyiken a kor-
latozas volt, és ezt a u@y’ kapcsolattal jeloljilk. Az dj néven futé program
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legyen egyeldre a 0. Ezenkiviil a korlatozas ald esett folyamatban a v korla-
tozott nevet minden el6forduldsanal az dj v/ névre frjuk at. Ezt az Osszetett

miiveletet a = jellel jeldljiik.

4.3.4. Példa. (A korldtozds)

Az el6z6 példdban leirt allapot folytatdsa a kovetkezd:

W) (v = v v(@). Plx = y]) w =
u y vV @u
y—oV |V(2).Plx:=yllv:=V] yw 0

]

Egy 1j mtivelet kovetkezik, a —o, a linedris tovabbitod. Itt ebben a példdban
az y neveket cseréli le v'-re azon a helyen, amelyikhez az y név tartozik. Mivel

az elsd helyhez nem az y, hanem az u név tartozik, a = utasitds hajtédik
végre, amelyik a —o mfiveletét dtteszi a masodik helyre.

4.3.5. Példa. (A linedris tovdbbitd)

u y vV @u

y—o Vv |V(2).Plx:=y]lv:=V] yw 0 =
u y vV @u

V' (2). Plx :=y][v:=V] y—V |yw 0

]

A V'(z) input kovetkezik, de latjuk, hogy ez rossz helyen van, at kell tenni
a folyamatot a v' cimké;jt helyre. Ez nem jelent tényleges adatmozgatast, mert

a V' cimkére egy v @u kapcsolat van el6irva, mint ahogyan azt a korlatozas
1€pésénél mar részleteztiik.

4.3.6. Példa. (A== mivelet)

Tehat az u névrol tegyiik at a folyamatot a v’ névre

u y vV @u
move,

VI(2). Plx :=y][v =] y—oVv |yw 0
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u y V' @u

0 y—oVv|yw V(2). Plx :=y][v =]

]
A masodik helyen a linedris tovabbité miivelete a kovetkezs 1épés, a vég-

rehajtdssal nincs probléma, mert a hely cimkéje megegyezik a tovabbité input

nevével. Az utasitds neve = .

4.3.7. Példa. (A linedris tovdbbito)

u y vV @u

0 y—V |yw V' (2). Plx :=yl[v:=V] =
u y Vv @u

0 Vw VI(2). Plx :=y][v =]

O

Innen mér jol ismert miiveletek kovetkeznek, egy move, majd egy comm
utasitds végrehajtdsa utdn nincs mar Gjabb végrehajthaté miivelet, a folyamat
megdll.

4.3.8. Példa. (Befejezd lépések)

u y Vv @u

— move
0 V'w V'(2). Plx :=y][v:=V] =
u y vV @u

—_— comm

0 0 Vw | V(2). Plx = y][v:i=V] =
u y vV @u
0 0 Plx :=yllv :=V][z :=w] stop

Most megadjuk az Lfn-gép formadlis leirasat.
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4.3.9. Definicio. Az Lfm-gép:
Legyen az Lfn-gép M, és jeloljiik P-vel az Lfr-kalkulus kifejezéseit.
M:==0 | [Pl | [Ply | MM,

ahol [ ], az x névhez tartozo kezeld, és [P), azt jelenti, hogy a kezeld a
P kifejezéssel foglalkozik. Az (x) index a korldtozott nevet jeloli. M, M két
pdrhuzamosan miikodo kezeldt jelent.

P2

Megjegyezziik, hogy az el6z6 példakban a , kezeld” helyett az ott kife-
jezdbb hely” sz6t hasznéltuk.

Ha £ a nevek halmaza és x,y € L, akkor x@y legyen egy ekvivalen-
cia rel4cid, ami azt jelenti, hogy az x és y név ugyanahhoz a kezel6hoz van
rendelve.

Az Lfn-gép jolformdltsdgdhoz harom kovetelményt adunk meg.

1. Helyesen rendezett, azaz minden kifejezés a kifejezéshez hozzarendelt
kezeldn fut.
2. Egyszeresen definidlt, minden névhez csak egy kezeld tartozik.
3. Teljes, nincs arra lehet6ség, hogy nem 1étezé nevekkel miveleteket
végezzen.
4.3.10. Definicio. Az Lfn-gép mitkodése:

A gép utasitdsainak neve van az elsd oszlopban, és az utasitdsok dltal
végrehajtott miiveletek leirdsa, azaz az dtmeneti szabdlyok taldlhatok a
mdsodik oszlopban:

comm  [xy|x(z).P|Ql, = [Plz:=y]|0Ql.,

—o_ [x <y|Xz|Pl. = [zl|Pl,

—oy [x oy|PL,[Ql: = [PlL.[x—oy|Ql, ha x#z,

v [(vx) P| Ol = [Plx:=x1]Qlus [0lwy, X'dj,u@x”,

move [xy | P]u’ [Q]x - [P]us [fy | Q]x, ha x +u s
move, [x(y).P|Ql.,[Rly = [Ql.,[x()).PIR]lx, ha x+ u,u@x,
stop ,

error .

Az elsd utasitas a comm, ami a kommunikaciét irja le, lathat6, hogy mind
az input, mind az output folyamatnak ugyanazon a kezelén kell lenni, és az



4.3. A linedris tovabbito pi-kalkulus 123

eredmény is erre a kezel6re keriil.

A —o utasitasnak két valtozata is van, az els6 a —o—, ez akkor alkalmaz-
hat6, amikor a linedris tovabbitd input neve megegyezik a kezel6hoz rendelt
névvel. Hatdsa az lesz, hogy az xz output miivelet a x névrdl atkeril az y
névre.

A madsodik véltozat, a —o, abban az esetben hajthat6 végre, ha a linedris
tovabbitd input neve nem egyezik meg a kezel6hoz rendelt névvel. Ekkor a
linedris tovabbité ezen a kezel6n hatastalan, de miivelete a vele parhuzamosan
futd, az input nevével azonos nevi kezel6re tevddik at.

A v jellel jelolt utasitds a korlatozas utasitdsa, az x név korldtozva van
a P folyamatra. A korldtozott x nevet P-ben lecseréli egy j névre, és ezzel
megsziinteti a P-re elbirt korlatozast, és az dj névvel elindit egy 4j kezeldt,
egyeldre iiresen, azaz folyamat nélkiil.

A move,,, utasitdsndl 1dtjuk, hogy ha az xy output prefix nem j6 helyen,
az u névhez rendelt kezel6n van, az utasitas ezt az output mtiveletet athelyezi
az x névhez tartozé kezel6hoz.

A move;, utasitds hasonlé miveletet hajt végre az x(y).P folyamattal,
a folyamat az u kezel6tdl atkeriil az x-re, de csak akkor,ha az u@x feltétel
teljesiil. Mivel a két kezel6 ugyanazon a helyen van, tényleges adatmozgatas
ennél a miiveletnél nem lesz.

Ha ch(M) jelenti az M gép kezelGihez rendelt neveket, akkor természete-
sen a 4.3.10. definiciéban megadott miiveletek alkalmazdsahoz érvényes a
kovetkez0 szabdly is:

M= M ch(M')Nch(N)=0
M,N = M’ ,N

A 4.3.10. definiciéban a gép utasitdsait egy vagy legfeljebb két kezel6re adtuk
meg, ez a szabdly ad lehetséget arra, hogy parhuzamosan tetszélegesen sok
kezel6t futtassunk.

Az Lfr-gépre is megadhatjuk a szerkezeti kongruencia szabdlyait:
MO0=M,
M, M, = M, M ,
My, (Ma, M3) = (M1, M2), M5,
P=Q = [Py =[Ql:és[Ply =[Qlw -
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4.3.11. Példa. (A 4.3.2. példa kifejezésének végrehajtdasa)

A Lfn-gép utasitdsainak ismeretében adjuk meg a 4.3.2. példaban szerepld

kifejezés futtatdsdnak egyes 1épéseit:

move oy

[u(x). (vv) (x = v[v(2). P)]us [uy [yw]y

[y |u(x). W) (x = v[v@). Pl [wl, =
(W) (5 = v [v(@). Plx = YDl [wl, =

[y~ V' [ V(). Plx =yl = v 11 Bwlye [0l
V(@ Plx =yl = v 1l [y = v [5wl, [0l
(0], [y— V' [ywly, [V(@.Plx:=yllv:=v]]w
(01, [wly, [V@.Plx:=ylv:=v1lw

(01, [0],, D'w[V(@.Plx:=ylvi=v]ly, =
(01, [0]y, [Plx:=yllv:=V]lz:=w]lw) stop.

move
—

4.4. A fazio-kalkulus

b

#

movey,

by

u@y’

u@y

A fuzié-kalkulus sok tulajdonsdgot 6roklott a poliadikus pi-kalkulusboél,

leglényegesebb valtozas az, hogy

e az input prefix nem koti az input neveit, x(y, z) . P helyett x yz. P jelzi

az inputot,

e a kommunikacié hatdrozza meg az input €s output nevek 0sszekapcso-
14sdt, tarsitasat, a nevek kozotti ekvivalencia reldciora utal a fiizio el-

nevezés,

e a flizi6 meghatdrozdsa utdn csak a kiilon deklardlt kotott nevekre
torténik meg a szokdsos helyettesités miivelet, rdadasul a kotés
hatékorében szerepld 6sszes folyamatra, azokra is, amelyek a kommu-

nikaciéban nem is vettek részt.
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Péld4ul

Tuw).Plxyz. 0IR1S 222 plo|RIS,

ahol {y = v, z = w} jelzi a fiziot, és

{z=w}

) &v,w).Plxyz. Q) [R]S — P|Qly:=Vv]IR|S,

v2) () G w). Pl xyz.Q) [ R) | S —
P|Oly,z=v,w]|R[z:=w]|S ,

ahol 1 az identitds rel4ci6.

A fazié-kalkulust az frr jellel jeloljiik. A fr-kalkulus definicidjat Joachim
Parrow és Bjorn Victor adta meg 1998-ban [37]. Egy ehhez hasonlé kalkulus a
X-kalkulus, amelynek kidolgozasa Yuxi Fu nevéhez fliz6dik [14, 13], a fuzid-
kalkulus a y-kalkulus egyszerfisitése és tovabbfejlesztése.

Az fizié-kalkulus nevében a fizidé szot megtartva a tovdbbiakban a
,,hevek fuzidja” helyett inkdbb a magyarosabb ,nevek tarsitdsa” kifejezést
fogjuk haszndlni.

4.4.1. Szintaktika és miiveleti szemantika

Legyen N most is a nevek halmaza. Az N-en értelmezett tarsitas fiiggvény
legyen ¢, amelyik egy {¥ = 7} ekvivalencia reldciét hatdroz meg az N-en, ha
X=Xx1,%,...,%, €8V = y1,¥2,...,Yn, akkor

=9 ={xa=yLx=y2....,% =Y.
4.4.1. Definicio. Az frn-kalkulus prefixei:
Az fr-kalkulusban a kovetkezd prefixeket haszndljuk:

=Xy | Xy | ¢ .

Az input és output prefixek szabad akcidk, ahol x az akci6 alanya és y
az akcio tdrgya. Mivel, mint ahogyan a bevezetSben emlitettiik, az input és
természetesen az output prefix sem koti a prefix targyanak nevét, nem kell
kiilonbséget tenniink az x és x kozott. Ezeket egyiittesen a-val fogjuk jelolni,
az akcid jele ay. Ezeknek az akcidknak a neve kommunikdcios akcio, a ¢-
vel jelolt akcidkat fiizioakcioknak nevezziik. Ha a fuzidakcié eredményét nem
részletezziik, akkor az 4tmeneti szabdlyokban a fiizidakcié eredményének jele
avy lesz.
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4.4.2. Definicio. Az frn-kalkulus folyamatai:
Az fr-kalkulusban a folyamatokat a kovetkezd kifejezésekkel adjuk meg:

P:=0|n.P|P+P | P|P| (vx)P.

A kifejezések mar jol ismertek, csak a korlatozdshoz fliziink egy meg-
jegyzést. Az (vx) P korlatozas koti a P-ben levd szabad x neveket, és ezek a
nevek nem lesznek lathatdak a tarsitas szamara, azaz a kommunikaci6 ezeket
a neveket nem tarsitja. A korlatozas tehat a tarsitds miiveletnek a hataskorét
korlatozza.

Az fuzid-kalkulus szabad és kotott neveinek definicidja, szerkezeti kon-
gruencidjdnak szabélyai lényegében a 2.3. szakaszban leirtakkal egyeznek
meg, de mivel a szintaktika kissé valtozott, a 4.5. tdbldzatban megadjuk az
érvényes szabdlyokat.

P = O, haPeo,Q
PIQ = Q|P
PI(QIR) = (PIQIR
PO = P
P+Q = Q+P
P+(Q+R) = (P+Q)+R
P+0 = P

(vo)vy) P = (vy)(vx) P
(vx)P = P, hax¢fn(P)

(v P|Q = (w0)(P|Q), hax¢jfn(Q)
)P+ (vx)Q = (wx)(P+0Q)
vx)0 = 0

4.5. tdbldzat. Az fr-kalkulus szerkezeti kongruencia szabalyai

Az fr-kalkulus miiveleti szemantikdjdnak szabdlyait a 4.6. tdbldzatban ad-
juk meg.

A Struct szabdly azt mondja ki, hogy a szerkezeti kongruens folyamatok
azonosaknak tekinthetdk.

Mir emlitettiik, hogy az input prefix nem koti az input tdrgydnak nevét.
A kommunikaci6 végrehajtasa igy nem helyettesitést jelent, hanem azt, hogy
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P=P P50 0=¢

~ [STRUCT]
P/ — Q/
- [PRrEF]
a.P— P
J Ny PSP
———— [SumMm] ————— [Pag]
P+Q— P PlQ— P |0
PSP F.0-5 0, [fl=
(=2} [Cowm]
xy.P|xZ.0 — P|Q
r5 P, zpx, z#x
- [ScorE]
v2) P55 Prlz=x]
J N P, x¢n(a)
m [REs]
(vx)P — (vx)P’
Pax Y~ -
P— P, zei-3y a¢lzz)
[OPEN]

(z9)ax

vp) P — P

4.6. tdbldzat. Az fr-kalkulus miveleti szemantikdjanak szabdlyai

a miivelet az input és output prefix targyainak nevét tarsitja, azaz egyenl§vé
teszi. A Com szabdly ezt irja le, és az is 14thatd, hogy a miivelet végrehajtasa-
hoz az input és output paraméterszamdnak meg kell egyeznie. Egyediil ebben
a szabdlyban szerepel a szabdly kovetkezményében atmenetként a ¢ térsitds,
azaz csak ez a szabdly hoz 1étre egyenl6ség reldcidkat a kalkulus nevei kozott.

A nevek tarsitdsanak eredménye globdlis, olyan értelemben, hogy a
kornyezetben futé minden folyamatra érvényes. A bevezetSben emlitett
példat tekintve,

_ {y=v, z=w}
x(v,w).P|lxyz.Q|R|S — P|Q|R|S,

az {y = v, z = w} tarsitds a kornyezetben 1év6 R és S folyamatokat is érinti.
Hérom kiilonbség is van az fizid-kalkulus tarsitdsa és a pi-kalkulus kom-
munikécidja kozott. Az fr-kalkulusban a tarsités
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e nem lokdlis a tarsitast eredményezs input és output prefixes folyama-
tokra, mint ahogyan az el6z6ekben lattuk,

e a vx prefixszel meghatarozott nevekkel van szabdlyozva, és

e _szimmetrikus” az input-output miveletekre.

A ScopE szabdly vonatkozik a tarsitdsban szerepl6 nevek korldtoz4sara. A
szabdly feltételében az szerepel, hogy P-re meghatdroztuk a ¢ tarsitast, de a
kovetkezményben a P-re eldirtunk egy vz korldtozast. fgy a z név a P sajt
neve lett, és a kovetkezményben a z nevet ki kell venni a ¢-bdl. Ezt jelzi a ¢\z
miivelet, amelynek a pontos definicigjat a kovetkez6képpen lehet megadni:

o\z = eNIN —{z)* U{(z2)},

azaz ¢-bodl ki kell venni az Osszes olyan tarsitast, amelyben a z szerepel, és
hozza kell venni a z identitas tarsitdsat. A {(z,z)} tarsitas trividlis, és nem
feltétleniil kell kifrni.

A ScopE szabdlybdl az is latszik, hogy nem csak a z-re vonatkozé térsita-
sok keriilnek ki a ¢-bél, de a P’-re a p-ben elbirt z = x tarsitas helyett végre-
hajtédik egy [z := x] helyettesités.

4.4.3. Példa. (A ¢\z miivelet)

{x=yhy =1,
x=yy=ul\y = x=yy=ux=uly = {x=u}. o
A, szimmetrikus” tulajdonsdg azt jelenti, hogy az input és output jelzés

a neveken felcserélhetd, ett6l a kommunikéacié eredménye nem valtozik. Ezt
egy példan mutatjuk meg.

4.4.4. Példa. (Az input és output szimmetridja)

_ {v=p,w=g}
Xw.P|lxpg.Q ——— P|Q,

— {v=p.w=q}
xw.P|xpg.Q — P| Q. O

4.4.2. Biszimulacio

A korabbi kalkulusokban megkiilonboztettiink késéi, korai, nyitott biszimu-
laci6 reldcidkat és kolcsonos hasonldsagokat, kongruencidkat. Ezek a fizio-
kalkulusbdl hidnyoznak, ebben a kalkulusban csak egy biszimuldcié reldcié
definialhat6.
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Ennek oka az, hogy itt a ¢ tarsitds sokkal hatékonyabb kontextust ered-
ményez, mint ami a pi-kalkulusban elérhet6 volt. A fuzidakciokbol szarmazd
,,kornyezet”, a ¢ tarsitds ugyanis minden folyamatra hat, mig a pi-kalkulusban
a kommunikacié eredménye csak az input-prefixes folyamatra hatott.

A biszimulédcié definicijdban, mint példaul a nyitott biszimuldciéndl,
most is helyettesitéseket hasznilunk.

4.4.5. Definicio. Biszimuldcio:
Legyen R egy szimmetrikus bindris reldcio az S halmaz felett, és legyen
PRQ. Az R biszimuldcid,

o haP L P’, bn(y) ¢ fn(Q), akkor Q AN Q' esetén Po,RQ'c, ,
ahol o, egy olyan idempotens helyettesités, amelyik a -y mindegyik
ekvivalenciaosztdlydnak minden tagjdt az osztdly egy tagjdra képezi
le.

4.4.6. Példa. (A o, helyettesités)

Ox=yy = ly:i=2x],
Ox=y) = [x:= y] s
o1 = agidentitds helyettesités . O

A biszimulaciét fiizio biszimuldcionak nevezziik. A 4.4.5. definicioban

szerepld dtmenetek a 4.3. dbran lathatok.

P o > S 0
o
P’ 104

e - Q'c,

4.3. dbra. A fGzi6 biszimul4cid

A fzi6 biszimil4ciéval tudunk definidlni egy kolcsonos hasonlésig fo-
galmat.
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4.4.7. Definicio. Fuzio kolcsonds hasonlosdg:
A fiizio kolcsonds hasonlosdg legyen a fiizio biszimuldciok unidja. Azt
mondjuk, hogy P és Q folyamatok fiizié kolcsondsen hasonléak, azaz
P <y Q, havanolyan R fiizi6 biszimuldcio, melyre PR Q .

A fizi6 kolcsonds hasonlésag is alapreldcio, azaz a PR Q-bdl nem
kovetkezik az, hogy PoR Qo , ezért a kongruencia fogalmat most is kiilon
definidlnunk kell.

4.4.8. Definicio. Fuzio kongruencia:
A P és Q folyamat fiizio kongruens, ha minden o helyettesitésre
Po ~; Qo . A kongruencia jele ~y, tehdt ekkor P ~; Q.
Megjegyezziik, hogy a szakirodalomban a flizi6 kongruenciat hiperbiszi-

muldcionak is nevezik.

4.4.9. Példa. (Fuizio kongruencia)

x=yb.xly #r {x=y}.(x.7+y.%),
{x=yb.(x1x%) ~p fx=y}.x.y+y.x+1),
{(x=y}.x.P ~r {x=y}.y.P. ]

4.4.3. A fuzio-kalkulus és a lambda-kalkulus

Ebben a pontban a fizié-kalkulus és a lambda-kalkulus kapcsolatat mutatjuk
be, megadjuk, hogy egy lambda-kifejezés hogyan alakithatd 4t fuzié-kalkulus
kifejezésére.

Egy lambda-kifejezés fiizio-kalkulusbeli folyamatkifejezésére is a [ ]
zardjeleket haszndljuk, az E lambda-kifejezésnek megfeleltetett fizid-
kalkulus kifejezés legyen [E] .

4.4.10. Definicio. A lambda-kifejezések folyamatkifejezései:
def —
[xNu xu
[Ax. Eu
[E Flu

def

(vxv) (u xv | [E]v)
W (LETV | () (Vxu. (vw) (xw. [F]w)))

def

4.4.11. Példa. (Azy, Ax.x és Ax.y lambda-kifejezések)

Legyen a kommunikéciés csatorna az u, ekkor a fenti definici6 elsd és ma-
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sodik sordban leirtak szerint

[l = yu,
[Ax. x[lu = (vxv) (u xv|xv),

[Ax.yllu = (vxv) (u xv|yv). |

4.4.12. Példa. (Hatdrozzuk meg a (Ax. x)y folyamatkifejezését)
A lambda-kalkulusban (Ax.x)y —g , tehdt a fuzié-kalkulusban is az y fo-

lyamatkifejezését varjuk eredményként.

[(Ax. x)yJu =

) ([Ax.xv | (vx)(vxu.(vw)(xw.[yw))) =
) (vxp)(vxp | xp) | (VD) (Vzu. (vw) (zw.yw))) =

— = — {x=z, p=u}
(wvwxpzw)(vxp |Xp|vzu.zw.yw) ——

_ _ {w=u}
vwzuw)(zu | zw.yw ) —

(vvzu) yu =
yu =
[ylu . m

4.4.13. Példa. (Hatdrozzuk meg a (Ax.y)q folyamatkifejezését)

[(Ax.y)qlu =
) ([Ax.yIv I (vx) (v xu. (vw) (xw. [[glw))) =
W) (vxp)vxp lyp) | () (Vzu.(vw) (zw.gw))) =

x=z, p=u}

(vvxpzw)(vxp |yp|vzu .zw.qw) {
(vvzuw) (yulzw.qw) .

A kompozicié masodik tagjidban a z név korldtozva van, a z w input nem
hajtédhat végre, igy zw.qw = 0. Tehat

(vvzuw) (yu | zw.gqw) =

yu =

[yl .

Az eredmény [[y]lu lett, ami megfelel a lambda-kalkulusban a (1x.y)qg —p ¥
B-redukci6 eredményének. O
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4.5. A belso mobilitas kalkulusa

Az eddig elemzett kalkulusokra két megjegyzést tehetiink,

o feltlind az input és output kozotti aszimmetria, az input tetszdleges
nevet fogadhat, az output csak azt kiildheti ki, amelyik az operan-
dusdban szerepel, de 1ényegesebb az, hogy az output dltal kiildott név
szabad, az input név pedig kotott a miiveleteket kovets folyamatokban,

e a kotott output fogalmat kissé mesterkélten tudtuk csak bevezetni:
x(¥) = (vy)xy, és a mar tobbszor szerepelt OpeN szabdly szerint

- Xy
xy.P— P, x#y

). PSP

[OPEN]

a kotott output akkor miikddik, ha P az x néven végre tudja hajtani a
szabad y kikiildését.

Megjegyezziik, hogy ehhez hasonlé médon a T adtmenetet is le tudjuk
irni:

T=(x)(x.P|X),hax¢fnP).
A kalkulusokban a szabad outputtal végzett

%.P|x(2).0 - P|Qlz =]

atmenet kiilsé mobilitdsként értelmezhet, a Q folyamat az x kiilsd, azaz sza-
bad néven kap egy kiilsd, azaz szabad y értéket, amit a z formalis paraméterbe
helyettesit. Ugyanakkor a kotott outputos

X0). Pl x(y). 0 — (vy) (P| Q)

atmenetben mind a P, mind a Q a kotott, tehat belsd y-t haszndlja, ezért ezt a
miiveletet belsd mobilitdsnak nevezziik.

Az input és output szimmetridja a kotott output bevezetésével még nem
teljes, mert nincs szabad input mfivelet. A most vizsgdlandé kalkulusban
azonban nem a szabad inputot vezetjiik be, hanem a szabad outputot toroljiik.
A szimmetria elérése tulajdonképpen nem feltétleniil sziikséges, de megnéz-
ziik, hogy egy ilyen ,,szEép” szimmetrikus rendszer milyen elényoket tud adni
a tobbi kalkulushoz képest.

Mivel ebben az tj kalkulusban csak belsd (privat) mobilitas lehetséges,
ezért a kalkulust privdt kalkulusnak nevezziik és a Pr jellel jeloljiik. A régebbi
szakirodalomban ezt a kalkulust 7r/-kalkulusnak is nevezték.
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4.5.1. Szintaktika és miiveleti szemantika

4.5.1. Definicio. A privdt kalkulus prefixei:
Az Pr-kalkulusban a kovetkezd prefixeket haszndljuk:

ma=x) | x(y) | T.

A Pr-kalkulusban tehét csak a kotott output prefix, a kotott input prefix
és a 7 prefix megengedett.

4.5.2. Definicio. A privdt kalkulus folyamatai:
A Pr-kalkulusban a folyamatokat a kovetkezd kifejezésekkel adjuk meg:

P:=0|n.P|P+P|P|P| (vx)P.

Az input és output szimmetrikus, az x(y) input azt jelenti, hogy olvasunk
egy ,.friss” nevet az x-en, az x(y) pedig azt, hogy kikiildiink egy privat nevet
az x-en, tehit a miveletek egymads dudlisai.

Jeloljiik a 7 prefix komplemensét mw-vel, ahol

¥0) = x(), x(0) =Xy, é T=1.

A P folyamat P dudlisdt Ggy kapjuk meg P-bl, hogy a P minden 7 prefixét
a komplemensére, 7-re transzformaljuk.

A privat kalkulus miiveleti szemantikdjat a pi-kalkulus korai szeman-
tikdjara épitjiik. A miveleti szemantika szabdlyait a 4.7. tdbldzatban adjuk
meg.

Nézziik meg részletesen a Com szabalyt. A feltételben az egyik atmenet-
ben 7, a masikban a & dudlisa szerepel, és ez egy erds megkotés, példaul az
x(y) | u(y) kifejezésben nem lehet kommunikacié. A Pr-kalkulusban az a-
konverzio megengedett, és mivel a kifejezésben az u szabad név, a kifejezés
a-konverzidval atalakithaté x(y) | x(y) alakra. Az X(y) | x(z) kifejezésben a
[z := y] helyettesitést végz6 a-konverzié azonban nem végezhetd el, mivel
a prefixek targyai kotottek. A szabdlybdl az is lathatd, hogy a prefixek tar-
gyainak k6zos x neve kotott lesz a kommunikacié eredményében.

A dudlis képzése szintaktikai dtalakitds, de a kovetkezd tétel azt allitja,
hogy ez a miivelet szemantikus is.

4.5.3. Tétel. (A dudlis miivelet)

Ha P - P, akkor P i> P . MivelP=Pésm=n , a tétel dllitdsa
forditott irdnyban is fenndll.
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P=P, P50, 0=¢Q
0 0=¢ [STrUCT]

P

- [PRrE]
n.P— P

PSP
—————— [Sum]
P+Q— P
PSP, ba(m)nfa(Q) =0

PIQ-5P|Q

[Par]

) JiN P, x ¢ n(m)

- [RES]
(vx)P — (vx)P’

PSP, 050, (x=bnk
PO (v0)(P' Q)

[Com]

4.7. tabldzat. A Pr-kalkulus miiveleti szemantika szabélyai

4.5.2. Biszimulacio

A 2.6.9. példdban lattuk, hogy az eredeti pi-kalkulus késGi biszimuldcidjat
tekintve, vizsgdlvaaz a | b és az a.b + b . a folyamatokat,

alg < a.b+b.a.

Ha a kifejezések elé helyeztiink példaul egy c(a) prefixet, akkor a

cla).a| b, c(a).(a.Z+E.a)

kifejezések kolcsonos hasonlésdga megsziint. Nyilvanvaléan a

cla).a |l_7 < c(a).(a.E+Z.a+ [x =yl

volt a helyes kapcsolat.

Ez egyrészt azt jelentette, hogy a kolcsonds hasonldsdg nem volt kongru-
encia, masrészt azt, hogy egy konkrét rendszerben a biszimulacié elemzése-
kor minden névpér esetén a pdr neveinek azonossagdt vizsgalni kell, ami egy
bonyolultabb rendszerben nagyon munka- és idéigényessé valhat.
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Ez a probléma azonban a Pn-kalkulusban nem jelentkezhet, mert itt az
input prefix a biszimulacié tulajdonsidgot megtartja,

c(a).alz < c(a).(a.l_)+5.a).

Ha az input utdn a = b, akkor a jobboldali kifejezésben az Gsszeg biztosan
megmarad, a bal oldal viszont 0-ra redukalhat6. Ez a redukcid, pontosabban
az a = b azonossg azonban a Prr-kalkulusban nem johet létre. Irjuk ki rész-
letesen a baloldali kifejezést:

c(a).a(x) | b(z) .

Kommunikécié akkor johetne 1étre, ha az a(z) kifejezés b(z) lenne, azaz a c(a)
inputbdl az a formalis paraméter értéke b lenne. Ez csak a c(a)-nak egy c(b)-
vel val6 kommunikdcidjaval dllhatna el6, de a Pr-kalkulusban a ¢(b) | c(a)
folyamat nem redukdélhatd, tehét nincs olyan, hogy a ¢ néven b-t olvasnank.

Ezek utdn a kellemes eredmények utan definidljuk pontosan a biszimula-
cidval kapcsolatos fogalmakat.

4.5.4. Definicio. Biszimuldcio:
Legyen R egy szimmetrikus bindris reldcio az S halmaz felett, és legyen
PRQ. Az R biszimuldcid,
e haP -5 P, a = x(2), %) vagy 7, és z & fu(P, Q), akkor Q — Q'
esetén PP R Q' .

A biszimuléci6 dbrazolasa rendkiviil egyszert (4.4. dbra), mivel a defini-
ciéban csak az a-ra van megkotés eldirva.

) I > S 0
‘ @€{x(2),X(2),7} ‘ @
) - S, o

4.4. dbra. A privat biszimulécié
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4.5.5. Definicio. Kolcsonos hasonlosdg:

A kolesonds hasonlosdg legyen a biszimuldciok unioja, és a kdlcsondos ha-
sonlosdg jele legyen ~, . Azt mondjuk, hogy P és Q folyamatok kolcso-
nosen hasonléak, azaz P ~, Q, ha van olyan R biszimuldcio, melyre

PRO.

4.5.6. Definicio. Kongruencia:

A P és Q folyamat a kolcsonos hasonlosdgot tekintve kongruens, ha min-
den o helyettesitésre Po ~, Qo . A folyamatok kongruencidjdnak a jele
~p, tehdt ekkor P ~, Q.

A kordbbiakban mdr utaltunk r4, hogy az Pr-kalkulusban a kolcsonos
hasonlésag kongruencia is, ezt mondja ki a kovetkezd tétel.
4.5.7. Tétel. (A privat kalkulus kongruencidja)
H A Pr-kalkulusban ~— ~, = ~,.

A tétel alapjan a privat kalkulusban tobb nagyon jol hasznédlhaté Gssze-
figgést kapunk, ilyenek példdul a kovetkezdk:

e HaP &, Q,akkor P ~, Q,
e haP ~, Qésy ¢ fn(P), akkor mindex x-re P[x := y] ~, Q[x :=y],

o ha P "5 P és 2 g fu(P), akkor P X5 P ahol PVlz = )] oy P
(lasd 4.5. abra).

Ha P ~, Q, akkor

ea.P~,a.0,
e P+R~,0+R,
s ()P ~,(v0)Q ,
e PIR~,0Q0IR.

Ebben a kalkulusban is definidlhatjuk a gyenge biszimulaciét és a gyenge
kolcsonos hasonlésdgot is. A biszimulacié definicidja sokkal egyszeriibb,
mint a pi-kalkulusban volt:
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P
x(y)
P//
P o DI P'z:=y]

4.5. dbra. Helyettesités és az a-konverzid

4.5.8. Definicio. Gyenge biszimuldcio:
Legyen R egy szimmetrikus bindris reldcio az S halmaz felett, és legyen
PRQ.Az R gyenge biszimuldcio a privdt kalkulusban,
e ha P — P, a # 7 és bn(a) N fu(P, Q) = 0, akkor Q N Q' esetén
PRQO,
e ha P = P’, akkor Q = Q' esetén P’RQ’ .

7 2

a definiciéban szerepld dtmenetek a 4.6. dbran lathatok.

4.6. dbra. A Pr gyenge biszimulacidja

A gyenge biszimulédciéval definidljuk a gyenge kolcsonds hasonlésdgot
és a gyenge kongruencidt, és utdna a 4.5.7. tételhez hasonl6an, kimondjuk azt
privat kalkulusban bizonyithaté allitast, hogy a gyenge kolcsonos hasonldsag
azonos a gyenge kongruencidval.
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4.5.9. Definicio. Gyenge kolcsonds hasonlosdg:

A gyenge kolcsonos hasonldsdg legyen a gyenge kdlcsonds biszimuldciok
unidja, és a gyenge kolcsonds hasonldsdg jele legyen =, . Azt mondjuk,
hogy P és Q folyamatok gyenge kélcsondsen hasonléak, azaz P %, Q, ha
van olyan R gyenge biszimuldcio, melyre PR Q .

4.5.10. Definicié. Gyenge kongruencia:
A P és Q folyamat gyenge kongruens, ha minden o helyettesitésre
Po %, Qo . A kongruencia jele ~,, tehdt ekkor P =, Q.

Ezek utdn kovetkezhet a privat kalkulus gyenge kongruencidjdnak nagy
jelent6ségét kimondo tétel:

4.5.11. Tétel. (A privdt kalkulus gyenge kongruencidja)

H A Pr-kalkulusban %, = =,.



5. FEJEZET

Tipusos pi-kalkulusok

Ebben a fejezetben el6szor [9] alapjan 4ttekintjiik a tipusos kalkulusokra, a
tipusrendszerekre vonatkozé alapfogalmakat, és csak ezutdn foglalkozunk a
tipusos pi-kalkulusokkal. Elemezziik a legegyszertibb tipusos pi-kalkulus tu-
lajdonségait, majd a tipusrendszert bdvitve eljutunk a magasabb rendii tipu-
sos pi-kalkulushoz.

5.1. Formalis tipusrendszerek

Egy formalis tipusrendszer hirom komponensbdl all, az elsé a tipusrendszer
szintaxisa, amely a folyamatkifejezések €s a tipusok szintaktikajat hatdrozza
meg.

A formadlis tipusrendszer kifejezései két Osszetevobdl dllnak, egy
folyamatkifejezésbdl és a kifejezés tipusat leird tipuskifejezésbdl. Ennek
megfelelden a szintaktika is két részbdl 4ll, az egyik rész a tipusok kifejezé-
seinek, a masik rész a folyamatkifejezéseknek a szintaktikdjat frja le. Mindkét
szintaktika kornyezetfiiggetlen grammatikdval irhato le.

5.1.1. Definicio. Jol formalt folyamatkifejezés:
Egy folyamatkifejezés jol formdlt, ha szintaktikusan helyes, azaz megfelel a

folyamatkifejezések szintaktikdjdnak leirdsdban megadott szintaktikai sza-
bdlyoknak.

5.1.2. Definicio. Jol formdlt tipus:

Egy tipus jol formdlt, ha szintaktikusan helyes, azaz megfelel a tipusok
szintaktikdjdnak leirdsdban megadott szintaktikai szabdlyoknak.
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A |, jolformaltsag” rovid leirasara a kovetkez6kben a wf jelolést fogjuk
haszndlni.

Ha egy jol formalt kifejezésben csak jol formalt tipusok szerepelnek, ez
még nem garantdlja azt, hogy a kifejezés a tipus szempontjabol helyes. Egy
kifejezés tipus szerinti helyessége ugyanis nem irhat6 le kornyezetfiiggetlen
grammatikdval. A tipus helyességét csak a

o tipuskornyezet és a

o kovetkeztetési szabdlyok
ismeretében tudjuk eldonteni. A formalis tipusrendszer masik két kompo-
nense, a kovetkeztetések formdi és a kovetkeztetési szabdlyok ezt a célt szol-
galjak.

5.1.3. Definicio. A tipuskornyezet szintaktikdja:
(tipuskornyezety = 0
| (tipuskornyezet) , (név):(tipus)
A tipuskornyezetekre a kovetkezd tulajdonsdgot is megkoveteljiik:
e Ha x; egy T; tipusii név (1 < i < n) és a tipuskornyezet az x;:T;
pdrokbdl felépitett
{.X] ZT],XQ?TQ, ,x,,:Tn}
halmaz, akkor x; # x; (i # j).

A definiciéban szerepld feltétel azt jelenti, hogy a tipuskdrnyezetben egy
név csak egyszer szerepelhet, és igy egy névnek legfeljebb egy tipusa lehet.

A tipuskornyezet szokdsos jelolése I' . Ha a I tipuskornyezet egy part sem
tartalmaz, akkor a tipuskornyezetre az 0 (,,iires halmaz”) jelet hasznéljuk. A
I'-ban szerepld nevek halmazat dom(I')-val jeloljiik.

A tipuskornyezetre is definidljuk a jélformaltsagot:

5.1.4. Definicio. Jol formdlt tipuskiornyezet:
Egy tipuskornyezet jol formdlt, ha szintaktikusan helyes, azaz megfelel az
5.1.3. definicioban megadott szabdlyoknak.
Egy formdlis tipusrendszerben kovetkeztetéseket adhatunk meg. Egy
kovetkeztetés alakja

-7,

ahol I a tipuskornyezet, és I a I'-bol ad6do dllitds.
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Ha a T tipuskornyezet jol formdlt, akkor ezt a
I'Fwf

kovetkeztetéssel jeloljiik. Az 0 iires tipuskornyezet nyilvanvaléan mindig jol
formalt, azaz @ + wf. Ha aT tipuskornyezet alapjan a T tipus jol formdlt, akkor
ezt a tulajdonsagot a

I'rT
jeloli. Szamunkra most a
I'rP:T

alaku kovetkeztetések a fontosak. A I' + P: T kovetkeztetés azt mondja ki,
hogy a I’ tipuskornyezetben levé informaciot figyelembe véve a P kifejezés
tipusa 7.

A formadlis tipusrendszerben egy kovetkeztetés lehet érvényes vagy
érvénytelen. Egy kovetkeztetés érvényességének bizonyitdsara a tipusrend-
szer szabdlyai szolgélnak. Egy szabaly

w1, ... T,+ 1,
r'er

alakd, ahol a vizszintes vonal folott a feltétel kovetkeztetései, a vonal alatt a
feltételekbdl szarmaztatott kovetkezmény kovetkeztetése van. Egy szabdly a
feltételben szerepld kovetkeztetések érvényességét nem vizsgélja, a szabdly
azt mondja ki, hogy ha a feltétel mindegyik kovetkeztetése érvényes, akkor a
kovetkezmény kovetkeztetése is érvényes.

[sZABALYNEV]

A szabdlyoknak nevet is adhatunk, és ha sziikséges, a feltételek mellett
jobb oldalon még a szabély alkalmazdsanak feltételeit is megadhatjuk.

Ha egy szabalyban a feltételek halmaza iires, akkor a kovetkeztetés
mindig érvényes. Az ilyen kovetkeztetéseket a tipusrendszer axiomdinak
nevezziik.

A szabalyokat tipuslevezetések készitésére haszndljuk ugy, hogy egy
kovetkeztetési fatr vagy mas néven levezetési fdt épitiink fel. A szabdlyokat
egymdshoz kapcsoljuk, az egyik szabdly kovetkezményének kovetkeztetése
egy masik szabdly feltételének egy kovetkeztetéséhez kapcsolhaté, ha a két
kovetkeztetés megegyezik.
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5.1.5. Definicié. Ervényes kivetkeztetés:

Azt mondjuk, hogy a T v P:T kovetkeztetés érvényes, ha létezik
olyan tipuslevezetés, ahol a kiovetkeztetés a tipuslevezetéshez tartozo
kovetkeztetési fa gyokérpontja.

5.1.6. Definicio. Jol tipusozott kifejezés:

Ha egy tipusrendszerben a T v P:T kovetkeztetés érvényes, akkor azt
mondjuk, hogy a P kifejezés jol tipusozott.

Igy most mar ismerjiik a j6l tipusozott kifejezés fogalmat. A gyakorlatban
természetesen az a cél, hogy a vizsgalt folyamatok jol tipusozott folyamatok
legyenek.

5.2. Az F, tipusrendszer

A legegyszeriibb tipusos pi-kalkulussal kezdjiik, amit F;y tipusrendszernek
neveziink. Ez a tipusrendszer lényegében a CCS-VP ,,CCS with Value-
Passing” rendszeren alapul [7].

5.2.1. A tipusrendszer szintaxisa

A pi-kalkulusban az egyik alapvetd fogalom a név, ami lényegében a kom-
munik4cids csatorndkat, kapukat és a csatorndkon kiildott neveket és adatokat
azonositja. Az Fy tipusos kalkulusban a nevek fogalmat az értékek fogalma
veszi at, és ezen beliil beszélhetiink nevekrdl és alapértékekrdl.

Ebben a tipusrendszerben az alapértékek és az értékek tipusa nem tet-
szbleges, hanem a tipusrendszertdl fiiggnek, egy elére definidlt alapérték-
halmaznak és az alaptipus-halmaznak az elemei lehetnek. Az alapértékek
halmazit B,;-lal, az alaptipusok halmazat T’z »o-val jeloljiik.

A nevek lényegében a tipusrendszer véltozdi szerepét toltik be. A nevek
koziil azokat, amelyeken a kommunikécié torténik, dsszekotd neveknek, rovi-
den dsszekotdknek, tipusukat dsszekotdtipusnak nevezzik. Az 6sszekot6kon
haladé adatok az alapértékek. Egy 0sszekotd tipusa statikus és nem tet-
szbleges, az 0sszekotd tipusat meghatdrozza az 6sszekotdn athaladé érték ti-
pusa.
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5.2.1. Definicio. Az Fry tipusrendszer tipusai:

(tipus) = wf

| (értéktipus)

| (Osszekotbtipus)
(értéktipus) = (alaptipus)
(Osszekotbtipus) = #(értéktipus)

A wf tipust a folyamatok joltipusozottsdgdnak jelolésére hasznéljuk.

A definiciébdl ldthatd, hogy az osszekotStipusokat a #f jellel kiilon-
boztetjilk meg a tobbi tipustdl. Megjegyezziik, hogy néhany publikdciéban
a #f helyett a ch karakterpart hasznéljak.

Az 0sszekotStipusnak nagyobb a precedencidja, mint az értéktipusnak,

igy példaul
ﬁTl X T, = (ﬁT]) X T, .
Ha T egy 6sszekotStipus, akkor O(T)-vel jeloljikk azoknak az értékeknek a ti-
pusat, amelyek egy input vagy output miivelettel a 7' 6sszek6tén haladhatnak
at. Példdul ha #T egy 6sszekotdtipus, akkor OHT) = T .

A tipuskornyezetet az 5.1.3. definiciéban irtuk le, ebben a szakaszban

haszndlni fogjuk majd a zdrt tipuskornyezet fogalmat, és ehhez kapcsolddik a
zdrt folyamat kifejezés is.

5.2.2. Definicio. Zdrt tipuskornyezet:

5.2.3. Definicio. Zdrt folyamat:
H A P folyamatot zdrtnak nevezziik, ha a I tipuskornyezet zdrt, ésT + P .

A T tipuskornyezetet zdrtnak nevezziik, ha I'-ban csak olyan x:T pdrok
vannak, ahol T 0sszekotbtipus.

A folyamatok kifejezéseiben haszndlt prefixek és a folyamatok defini-
cigjat a 2.3.1. és 2.3.2. definici6kban hatdroztuk meg, de a konnyebb
kezelhet6ség kedvéért itt is megadjuk:
mu=xy | x() | 7| [x=ylr,

P:=0|#xn.P|P+P|P|P|(vx)P | !P.

Az Fy tipusrendszer folyamatait a kovetkez6 definicié adja meg.
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5.2.4. Definicio. Az Fyy tipusrendszer folyamatai:
(érték) n= (név)

(alapértéky

(folyamat) ...
| (v(név) : (osszekotbtipus) ) (folyamat)
|

|  wrong

A definiciéban nem soroltuk fel az Osszes lehetdséget a folyamatokra,
mivel a tipusnélkiili folyamatokhoz viszonyitva véltozas csak a (vx) P kife-
jezésre van, ahol megjelenik a kotott név tipusa. Ez a tipus csak 0sszekototi-
pus lehet.

Uj a folyamatok kozott a wrong, amely a tipusosan hibas folyamat run-
time hibajelzését fogja majd jelenteni.

Az értékek és a tipusok kapcsolatat szemléletesen az 5.1. dbran lathatjuk.

érték

alapérték

O0sszekotd

értéktipus =
alaptipus

osszekotdtipus

5.1. dbra. Az F, tipusrendszer értékei €s tipusai

5.2.5. Példa. (Alaphalmazok)

Legyen F( egy olyan tipusrendszer, ahol

B = {0,1,...,True, False, Unit},

Tgro = ({Nat,Bool,Unit}. m|

Az értékekre és a tipusokra adott erGs korlatozasokat majd a kovetkezd
tipusrendszerben fogjuk megsziintetni.
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5.2.2. Kovetkeztetések és tipusszabalyok

Most megadjuk az Fyy tipusrendszer tovéabbi leirdsit, a kovetkeztetések
alakjat és a tipusrendszer szabdlyait. Felhivjuk a figyelmet arra,
hogy a miiveleti szemantika 4dtmeneti szabdlyait kordbban egyszerfien
,,.szabdlyoknak” neveztiik, ezeket most mar meg kell kiilénboztetniink a
tipusrendszer tipusokra vonatkozé szabdlyaitol. Ezért a tovdbbiakban a
szemantika szabdlyait dtmeneti szabdlyoknak, a tipusokkal kapcsolatos
szabdalyokat tipusszabdlyoknak nevezziik.

5.2.6. Definicio. Az Fry tipusrendszer kivetkeztetései:
r + wf I j6l formalt koérnyezet ,
r v+ T I'-ban a T j6l formdlt tipus ,
r + pP:T I'-ban a P kifejezés tipusa T .

Az elsé két kovetkeztetés a tipuskornyezet és a tipus jolformaltsagat
mondja ki, a harmadik egy kifejezés tipusat adja meg.

Az Fy tipusrendszerben a kovetkeztetések érvényességét a kovetkezd
tipusszabélyok felhasznaldsaval tudjuk bizonyitani. A leirdsban v, w értéket,
az x nevet jelol.

5.2.7. Definicio. Az Fry tipusrendszer tipusszabdlyai:
A kornyezetre vonatkozo tipusszabdlyok:

0rny [Env-0]
I'tT x¢dom() B
Ix:Trwf [Exves]

A tipusra vonatkozo tipusszabdlyok:

I'ewf TeTpn
rv+Tm
I'ewf TeTpn
I+4T
I, x:T, T v wf
I, x:T, IT” +x:T

[TyreE-BASE]

[Tyre-LINK]

[TyPE-NAME-x]

A folyamatra vonatkozo tipusszabdlyok:
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m [TYPE-O]

Crv:T, Trw:T, TrP:wf
F'rvw.P:wf
Trv:T, T,x:TrP:wf
I'rv(x).P:wf
I'r P:wf
F'rr.P:wf
Crv:iT Trw: T TrP:wf
IF'rlv=w].P:wf
I'rP:wf TrQ:wf
I'rP+Q:wf
I'rP:wf TrQ:wf
I'rP|QO:wf
[x:84T + P:wf
T x:4T)P:wf
I'rP:wf
THP:wf

[Type-Ourt]

[Type-INP]

[Type-7]

[TyYPE-MATCH]

[TypeE-SuM]

[Tyre-PaAR]

[TyPeE-RES]

[Tyre-REP]

Néhany megjegyzés a tipusszabalyokkal kapcsolatban:

Az Env-x tipusszabdlyban x tetszOleges értéket, azaz nevet vagy
alapértéket jelol, és dom(I') a tipuskornyezetben levé nevek, azaz a parosok
elsé komponenseinek halmaza.

Az elsd négy tipusszabdly a definicidk alapjan magatdl értetédik. Az x
névre vonatkoz6 TyPeE-NaME-x azt mondja ki, hogy egy név a tipusaval egyiitt
kiolvashat6 a tipuskornyezetbdl, és ettdl a miivelettdl a tipuskornyezet nem
véltozik meg.

A tipusszabdlyok szerint a 0 kifejezéssel semmi probléma nem lehet. Ha
mindkét komponens j6l tipusozott, az Osszegkifejezés és a kompozicio esetén
a veliik képzett folyamatok is jol tipusozottak. Ugyanez teljesiil, csak egy
folyamatkifejezéssel, az ismétlés miiveletével kapott kifejezésre is.

A korlétozés tipusszabdlyanal x egy név, tipusa 7, azaz x tipusa csak
Osszekotbtipus lehet. Az is 1athatd, hogy ez a név—tipus paros a kifejezés ti-
pusozéasanal kikeriil a tipuskdrnyezetbdl.
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Az output prefixes kifejezésnél a v névnek, a prefix alanydnak a tipusa
egy Osszekototipus, és ez Osszhangban van w-vel, a prefix targyanak tipusa-
val, hiszen a v tipusa a w értéktipusabol képzett sszekotdtipus. Ugyanez a
tulajdonsdg mondhat6 el az input prefixes kifejezésre is, csak itt a prefix tar-
gya nem a w, hanem az x lesz.

5.2.8. Példa. (Tipusos nevek)

Az x:HT azt jelenti, hogy az x egy olyan Osszekotd neve, amelyen T tipusi
adatok dramolhatnak.

Legyen, mint az 5.2.5. példaban,

B, =1{0,1,...,True, False, Unit} ,
T 0 = {Nat, Bool, Unit} ,

ekkor 0:Nat, 1:Nat, ..., True: Bool, False: Bool, Unit: Unit .

A True: Bool dllités tipusszabdlyok szerinti levezetése a kovetkezd:

0 ENOL ol e T
F € Tga
i 00 B0 [Type-BAsE]

0 + Bool True ¢ dom(T")
True: Bool + wf

[Env-x]

[TyPE-NAME-x]

True : Bool + True : Bool
O

5.2.3. Miiveleti szemantika

Az Fyy tipusrendszer miiveleti szemantikdjit a pi-kalkulus korai szeman-
tikdjara épitjiik rd, a pi-kalkulus korai miiveleti szemantika dtmeneti szaba-
lyait a 2.13. tablazatokban foglaltuk 6ssze.

Az Fy tipusrendszer miiveleti szabdlyait, azaz az dtmeneti szabélyokat
az 5.2. és 5.3. tdbldzatban adjuk meg.

A tabl4zatbol 1athatd, hogy azokon a helyeken van véltozds, ahol kotott
nevek szerepelnek, mivel a kotott nevek tipusat minden esetben meg kell adni.

Az ERrRr-... nevii tipusszabdlyok bevezetésének sziikségességét a kovet-
kez6 példdban mutatjuk meg.
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P=P P50 0=0Q

- [StruCT]
P— Q

PSP x#y
- [OutpuT] — [OPEN]
— xy _ (vy:T)xy
xy.P— P wvy:T)xy.P—P

- [EArLY-InPUT] ————— [Tav]
x(y). P — Ply :=w] T.P— P

a.P-5P

- [MaTcH]
[x=x]la.P — P

P-Lp
[Sum]

P+Q-5P
P-5 P, bn(a)Nf(Q) =0
PIQ-5P|Q

[Par]

PS5 P, x¢n(a)

~ [REs]
(vx:T)P — (vx:T)P’
PSP
——— [Rep]
\P— P’| P

Xy xw
PP, 05
PIQ—P|Q

[EarRLY-CoMm]

vy Ty P3P x2).0 % 0z := ]
(vy:T)xy.P|x(z).0 — (vy:T)(P| Qlz :=y])

[CLosE]

5.2. tdbldzat. Az Fyy atmeneti szabélyai (1. rész)

5.2.9. Példa. (Az ERRr-... szabdlyok)
Tudjuk, hogy True : Bool, és legyen x : §Bool . Ekkor az
xTrue.0

folyamat tipusosan helyes. Nézziik meg, hogy mi torténik, ha ezt a folyamatot



5.2. Az Fy tipusrendszer 149

V nem név
[ErRr-OutpuUT]

_ T
vw.P — wrong
v nem név

= [ERR-INPUT]
v(x). P — wrong

v vagy w nem név

— [ERR-MATCH]
[v=w].P — wrong

5.3. tabldzat. Az F,y atmeneti szabdlyai (2. rész)

az x(y) . yz . 0 folyamattal parhuzamosan 6sszekapcsoljuk:

*True .0 x(y).52.0 —

Truez.0 —

wrong .

Mivel a futtatds el6tt nem végeztiink tipusellendrzést és a kifejezésiink ti-
pushibds, run-time hibajelzést kaptunk. A kovetkezd pontban az 5.2.17.

példaban majd latjuk, hogy ha tipusellendrzést végziink, mar akkor, mar a
futtatds el6tt hibajelzést kapunk. O

5.2.4. Az F, tipusrendszer tulajdonsagai

El8szor a tipuskornyezetre mondunk ki harom egyszert allitést.
Egy tipuskdrnyezet permuticiéjan a benne levd valtozé—tipus parok tet-
szbleges szamu megcserélését értjiik.

5.2.10. Tétel. (Tipuskornyezet permutdcioja)

5.2.11. Tétel. (Tipuskornyezet gyengitése)
| HaT v P:T , akkor T,x:T"+ P:T .

Legyen a T tipuskdrnyezet permutdcicja T .
Hal v P:T, akkorT"+ P:T.

5.2.12. Tétel. (Tipuskornyezet sziikitése)
| HaT,x:T"+ P:T és x & fn(P), akkor T+ P:T .
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Az 5.1.3. definici6 szerint a tipuskornyezet x; : T; (1 < i < n) parok listéja.
Az elsd allitas azt mondja ki, hogy a jéltipusozottsagot a lista elemeinek sor-
rendje nem befolydsolja. A kovetkezd két lemmaban a tipuskdrnyezetet mo-
dositjuk.

A madsodik 4llitds szerint a tipuskornyezet bdvitése a kifejezések tipusat
nem véltoztatja meg. Ha x € fn(P), akkor x € I és a {I', x: T”} tipuskornyezet
nem lesz j6l formalt. Ha x ¢ fn(P), akkor mint a harmadik lemmabdl is latjuk,
az x nem jatszik szerepet a P tipusdnak meghatarozasaban.

A harmadik lemma szerint egy kifejezés tipusa nem véltozik, ha a ti-
puskornyezetbdl elhagyjuk a kifejezés kotott valtozéira vonatkozé tipusallita-
sokat és azokat a valtozé—tipus parokat, amelyeknek a valtoz4i nem szerepel-
nek P-ben, azaz a tipus nem valtozik, ha a tipuskdrnyezetben csak a kifejezés
szabad véltozéit és azoknak a tipusait hagyjuk meg.

A helyettesitésekre vonatkozik a kovetkezd allités.

5.2.13. Tétel. (A helyettesités tétele)
H HaTvP: T, T+x:T",T'v+y:T", akkorT + P[x:=y]:T.

A tétel szerint tehat egy helyettesités a tipus szempontjabdl csak akkor
lesz helyes, ha a helyettesitendd tipusa megegyezik a behelyettesitett tipusa-
val. A tétel azt is megadja, hogy a P kifejezés tipusa a helyettesitéssel nem
valtozik meg.

Minden tipusrendszer két legfontosabb tétele a targyredukcid €s a tipushe-
lyesség tétele.

5.2.14. Tétel. (Tdrgyredukcio tétele)
H Ha T zdrt tipuskornyezet, T + P:T és P Sp ,akkorT'r P/ : T .

A tétel szerint tehdt ha egy jol tipusozott P folyamatra dtmeneteket haj-
tunk végre, akkor a kapott folyamatok tipusa megegyezik az eredeti folyamat
tipusaval.

A tétel bizonyitdsa viszonylag egyszer(, ha az egyes a dtmeneteket kiilon-
kiilon elemezziik. Példaul @ = xy esetén azt kell beldtni, hogy van olyan 7’
tipus, melyre T' + x: 47’ ,éshaT + y: T’ akkorI' + P’ : wf [46].

A tipushelyesség, vagy mds néven a tipusbiztonsdg tétele garantdlja azt
a Milnert6l szarmaz6 sok helyen idézett allitast, hogy ,,Well-typed programs
cannot go wrong” [27].
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5.2.15. Tétel. (A tipushelyesség tétele)

HaT zdrt tipuskornyezet, T + P: T és P —* P’, akkor P’'-ben nincs wrong
kifejezés.

A tipushelyesség tétele nem azt mondja ki, hogy ha egy jdl tipusozott
folyamatra dtmeneteket hajtunk végre, akkor az egymadsutdn végrehajthaté
atmenetek szdma véges, vagyis a miiveletsorozat termindl, hanem csak azt
allitja, hogy a végrehajtas soran tipushiba miatti megallas nem fordulhat eld.

5.2.16. Példa. (Nem termindlo folyamat)

A kovetkez$ trividlis kifejezés nyilvdnvaléan tipusosan helyes, atmenet-
sorozata azonban nem terminal:

1 xTrue,

ahol x: §Bool . m|

5.2.17. Példa. (Tipusellendrzés)
Az 5.2.9. példaban lattuk, hogy a
xTrue.0| x(y).yz.0

folyamat a futtatdsakor wrong eredménnyel ledllt. A problémat az x(y).yz
kifejezés okozza. Prébaljuk meghatdrozni ennek a kifejezésnek a tipusat.

Az yz prefixb6l a Type-Ourput szabdly alapjan azt latjuk, hogy ha
x(y).yz.0:wf, akkor z: T esetén y: §T . Ezeket az adatokat figyelembe véve
az x(y) prefixre a Type-INpuT szabdly szerint y: T’ és x : #T”. Egy névnek csak
egy tipusa lehet, ez az dllitds igaz y-ra is, ezért T’ = §T-nek kellene lennie,
de ez biztosan nem 4ll fenn, mivel 7’ alaptipus és §T 6sszekotStipus, és a T’
és T tipusokat tartalmazo két tipushalmaz diszjunkt.

Tehat a kifejezés ebben az Fy tipusrendszerben tipushibds, és ez okozta
az 5.2.9. példaban a run-time hiba megjelenését. O

5.3. Az F, tipusrendszer

Az F tipusrendszer a legegyszeriibb tipusos pi-kalkulus, és az 5.2.1. pont-
ban is lattuk, hogy a nevekre, értékekre, tipusokra sok megszoritast kellett
tenniink. Ebben a szakaszban olyan tipusos kalkulust adunk meg, amelyik
mar nem a CCS rendszeren, hanem a 2. fejezetben leirt pi-kalkuluson alapul.
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A tipusrendszert F; tipusrendszernek nevezziik.

Ebben a tipusrendszerben is hasznaljuk az alapértékek és alaptipusok hal-
mazat, és ezek itt is a tipusrendszertdl fiiggd, el6re definidlt halmazok lesznek.
Az alapértékek halmazat B,,-lal, az alaptipusok halmazat T ,-vel jeloljiik.

Az F, tipusrendszer szintaxisdnak alapvetd jellemzGje az volt, hogy
megkiilonboztettiik a neveket és dsszekotbket, és kiillonbséget tettiink ezek ti-
pusai kozott. Az F;, tipusrendszerben ilyen megkotést nem tesziink. Nevekrdl
beszéliink, és barmelyik név lehet dsszekotd is. Egy név tipusa alaptipus, és
ha a név egy 0sszekotd, akkor a név tipusa dsszekotdtipus.

5.3.1. Definicio. Az F; tipusrendszer tipusai:

(tipus) = owf

| (névtipus)
(névtipus) = (alaptipus)

| (osszekotbtipus)
(Osszekotdtipus)y = Hnévtipus)

A wf tipust most is a folyamatok jéltipusozottsdgdnak jelolésére haszndl-
juk.

érték

név alapérték
(),sszekoto- alaptipus
tipus

5.2. dbra. Az F, tipusrendszer értékei és tipusai

A definiciébdl az is lathatd, hogy lehetSség van #T, § 8T, ## 1T, . .. alaki
Osszekototipusok definidlasara. Ezzel lehetévé valik az F;; tipusrendszerben
is a pi-kalkulusnak az a tulajdonsiga, amit mobilitdsnak neveziink, nevezete-
sen az, hogy a neveken 4t nem csak adatokat, hanem neveket is kiildhetiink és

fogadhatunk.



5.3. Az F; tipusrendszer 153

5.3.2. Példa. (Tobbszoros Osszekototipus)

Nézziik a kordbbi példakban mar szerepelt

x(y).yz.0
kifejezést. Jobbrol balra haladva: ha z tipusa T, akkor y: 7. A kifejezés elsd
prefixében y: T, igy x: ##T. ]

A tipusokdl eltekintve az F; tipusrendszer minden definicidja és tétele
megegyezik az Fy tipusrendszer megfeleld definicidjaval és tételével, de
természetesen a Tp -0 jeloléseket mindenhol a T'p ,-re kell kicserélni.

A definicidkat és a tételeket nem ismételjiik meg, csupan a két leg-
fontosabb tételt idézziik:

5.3.3. Tétel. (Tdrgyredukcio tétele)
H Ha T zdrt tipuskornyezet, T+ P:T és P =P, akkorT+ P':T.

5.3.4. Tétel. (A tipushelyesség tétele)

HaT zdrt tipuskornyezet, T' + P:T és P —* P’, akkor P’'-ben nincs wrong
kifejezés.

5.3.5. Példa. (Tipusellendrzés)
Az5.2.9. példa
xTrue.0| x(y).yz.0

kifejezésére az 5.2.17. példaban mutattuk meg, hogy az Fy tipusrendszerben
a kompozicié masodik tagja tipushibas. Az 5.3.2. példaban lattuk, hogy ez a
masodik tag az F; tipusrendszerben madr tipusosan helyes lesz, de sajnos a
teljes kifejezés még mindig tipushibds. Az elsd tagban x : #Bool, a méasodik-
ban x:§H#7T , és mivel ugyanarrdl az x névrdl van sz6, nincs olyan T, melyre
a HBool = $#iT egyenlGség teljesiilne. ]

5.3.1. Az alaptipus-halmaz bovitése

A F; tipusrendszerben az alaptipusok halmazdnak megvalasztidsa meghata-
rozza a definidlhato tipusok halmazat. A példdkban eddig a { Nat, Bool, Unit}
halmazt vélasztottuk, most ezt a halmazt bdvitjiik. Példaképpen megadjuk a
Fair, Union és a Record tipusra vonatkoz6 szabalyokat.
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A Pair tipus

Ha a rendezett pdr els eleme x| : T, a masodik eleme x; : T», akkor a part
a (x1, xp) zar6jelezéssel jeloljiik. (Ez természetesen nem tévesztendd Ossze a
polimorfikus output tdrgyaval.) A par tipusat szorzat tipusnak is nevezzilk, és
a tipus egyszerien T x T,-vel jelolhetd. A par elemeit egy P folyamatba a

With (x1,x;) =v Do P

kifejezéssel toltjiik be.
Az F; tipusrendszer szintaxisit a kovetkezdkkel bovitjiik:

(tipus) = ...

| T\ XxXT
(érték) =

| (xr,x)
(folyamat) ::=

|  With (x,x) =vDoP.
A With szerkezetben az x| és x, nevek kotottek, és hataskoriik a P folyamat.
A Pair tipusra vonatkozé tipusszabalyok:
T'rx:Ty Trx: T,
I'r <)C1,)C2> : T1 X T2

[TypE-PAIR]

I'ry: Ty xXT, Uox:Ty,xp:Tr + P:wf
I' + With (x1, x,) = y Do P:wf

[TyPE-WiTH-PAIR]

és az dtmeneti szabdlyok:

- [PAIR]
With (x1, x2) = (y1,y2) Do P — Plx; 1= y1,x2 := y2]

y# y1,y2)

= [ERR-PAIR]
With (x;, x;) = y Do P — wrong

A Union tipus

A Pair tipus egy eleme olyan par, amelyeknek az els6 komponense 7T, a
masodik komponense T, tipust, azaz azt is mondhatjuk, hogy a par tipusa



5.3. Az F; tipusrendszer 155

,T1 és T,”. Ha egy olyan tipust definidlunk, amelynek elemei ,, 7| vagy T,”
tipusdak, akkor a Union tipust kapjuk meg, és a tipust 7'} & T»-vel jeloljiik.
A T, &T, tipus tehat azt jelenti, hogy a tipus egy eleme vagy T, vagy T»
tipusi. Megjegyezziik, hogy ezt a tipust gyakran diszjunkt osszeg tipusnak
vagy roviden dsszeg tipusnak nevezik, és a tipust gyakran T +75-vel is jelolik.

A T, & T, tipus konstruktora az InLeft és az InRight folyamat. Azt, hogy
egy Union tipusu kifejezés aktudlis tipusa T vagy T, az IsLeft és az IsRight
Bool értékt folyamatokkal lehet eldonteni. Ha a tipus 7', akkor az IsLeft a
true értéket, az IsRight a false értéket adja, a T, tipusra az értékek rendre
false és true.

A Union tipus eleme egy ,,Case”-nek nevezett ,if-then-else” jellegii
Case x Of [IsLeft x Then Py; IsRight x Then P;]

utasitds haszndlatara ad lehetGséget, ahol a tipus egy x elemére alkalmazott
IsLeft x és IsRight x hatdrozza meg, hogy a Case utasitas melyik dga hajtédik
végre. Az x kotott, hataskore a Py és P, folyamat.

Az F, tipusrendszer szintaxisat a kovetkezdkkel bovitjiik:

(tipus) =L

| TieT,
(érték) = L.

| InLeft x

| InRight x

| IsLeftx

| IsRight x
(folyamaty ::=

| Case x Of [IsLeft x Then Py; IsRight x Then P;]

A Union tipus tipusszabdlyai a kovetkezdk:

T'tx:Ty T+T,
I'rinLeftx: Ty & T,

[Type-INLEFT]

I'tTy Trx:T,
I'r InRightx:T1 e T,

[Type-INRiGHT]
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I'ex:Ti®T,

I' + IsLeft x: Bool
I'ex:T'oT,

I + IsRight x: Bool

[Type-IsLEFT]

[Type-IsRiGHT]

'ex:T1®oT, FI-P]IWf FI-PQIWf
Case x Of [IsLeft x Then Py; IsRight x Then P,] :wf

[Tyre-CASE]

A Union tipus folyamatainak dtmeneti szabdlyai:

- [Case-LEFT]
Case (x = InLeft y) Of [IsLeft x Then Py; IsRight x Then P;]

= Pilx =]

- - [CaASE-RIGHT]
Case (x = InRight y) Of [IsLeft x Then Py; IsRight x Then P;]

> Palx =]

x # InLeft y és x # InRight y

- [ErRr-CASE]
Case x Of [IsLeft x Then P;; IsRight x Then P,] — wrong

A Record tipus

A Record tipus a Pair rendezett par tipus olyan altaldnositdsanak tekinthetd,
ahol a part n-esre bovitjiik, és az n-es minden eleméhez egy-egy cimkét ren-
deliink.

Egy rekord mez8kbdl 4ll, a mezdknek neveik vannak, minden mezd egy
megadott tipusu adatot tartalmaz.

Egy n-elemi rekord mezdénevei, azaz a mez8k cimkéi legyenek /;-k, az [;
mezd adatdnak a tipusa pedig legyen T; (1 < i < n). Ekkor a rekord tipusa
legyen

{]lliTl,...,anTnI}.

HaaP:{,:Ty,...,1,:T,| rekord mezdita Q,:T1,..., Q,: T, kifejezések-
kel toltjiik fel, akkor a rekordot az

{ly :len'»ln = Qn}

kifejezéssel irjuk le.
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A rekord és a Record tipus kezeléséhez az F; tipusrendszer szintaxisat a
kovetkezokkel bovitjik:

(tipus) = ...

| {L:Ty,....L,:T,}
(érték) = ...

I {h=01,....0, = 0n}
(folyamat) ::=

| With {/; = (x1),..., L, = (x,)} =y Do P

A With szerkezetben az x; (1 < i < n) nevek kotottek, és hatdskoriik a P
folyamat.
A Record tipusra vonatkoz6 tipusszabalyok a kovetkezdk:
I'ex:Ty ... Trx,: T,
'k {ll = (.X]),...,ln = (Xn)}:{lll :Tla--~9ln:Tnl}

[Type-REc]

ey {4L:Ty,...,0,:T,} Ooxi:Ty,....x,: Ty v P:wf
'+ With {{; = (x1),...,1, = (x,)} =y Do P:wf

[Type-WiTH-REC]

A rekordra vonatkozé két dtmeneti szabaly:

- [RECORD]
With {l; = (x1),.... L, = ()} = {l =y1,---sln =yn} Do P

;> P[-xl E Vs Xp :=yn]
y‘_ﬁ{ll :yl,---aln =yn}
With {{; = (x1),...,l, = (x,)} =y Do P —> wrong

[ERR-RECORD]

5.4. A linearis tipusrendszer

Az 5.2.4. pontban volt szé a tipuskornyezet harom strukturdlis szabalyardl
(5.2.10.-5.2.12. tételek). Ha csak a permutdcio tétel teljesiilését koveteljiik
meg, akkor a tipusrendszert linedris tipusrendszernek nevezziik.

Ha a tipusrendszerre nincs gyengités és sziikités szabdly, akkor a rend-
szer tipusainak értékei olyan adatszerkezetek lesznek, amelyek pontosan
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l tipusrendszer [ PerMUTACIO [ GYENGITES [ SzUkiTEs I a valtozok haszndlata ‘

Fy v v v nincs megkotés
linedris v = = pontosan egyszer

5.4. tdbldzat. Tipusrendszerek

egyszer érhet6k el, azaz dgy tekinthetd, hogy az adatnak a haszndlata utdn
azonnal deallokdlédnia kell. A gyengités szabdly haszndlatdnak tiltdsa azt is
biztositja, hogy egy kifejezés tipusanak meghatarozasidhoz a tipuskornyezet
osszes adatdt fel kell hasznalni.

Ezekben a rendszerekben

e nincs deallokécio olyan adatszerkezetre, amelynek a felhasznildsa még
nem tortént meg,

e nincs adatfeliiliras,

e nincs adatduplikicié, minden adatra pontosan egy pointer mutat,

e nem kell lusta stratégia, mert nem fordulhat eld, hogy egy szdmitast
nem hajtunk végre,

e nincs sziikkség szemétgyljtésre (garbage collection-re), hiszen a
hasznélat utdn az adat automatikusan deallokalédik.

A memdriakezelés az ilyen tipusu adatokra biztonsagos lesz, egy adat mo-
dositdsa biztosan helyesen fog végrehajtddni: a duplikdci6 tiltdsa biztositja
azt, hogy egy adatnak pontosan egy példdnya van; és egy adat torlésére,
deallokacidjara vonatkozé korlatozas pedig azt garantilja, hogy nem torliink
olyan adatot, amelyet a késébbiekben még hasznélni szeretnénk [9].

A kovetkezdkben a Linn linedris tipusrendszerrel foglalkozunk [48, 17].
Az alaprendszer a 2. fejezetben targyalt pi-kalkulus, kissé mddositva, és erre
épitjlik rd a linedris tipusok rendszerét.

5.4.1. Szintaxis és miiveleti szemantika

Az egyszerliség és a konny( kezelhetdség kedvéért ebben a kalkulusban nem
foglalkozunk az azonossdg prefixekkel, a folyamatok koziil az 6sszegkife-
jezésekkel, de haszndljuk a True és False konstansokat, valamint az If-Then-
Else kifejezést.
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5.4.1. Definicio. A Linr tipusrendszer kifejezései:

A Linn tipusrendszer prefixei a kovetkezok:
ru=xy | x(y) | T .

A konstansok:

v ::= True | False ,

és a folyamatok:

P:=0|xn.P| P|P]| (wx)P | !'P | IfvThenP ElseP .

A szerkezeti kongruencia szabdlyait az 5.5. tdbldzatban mutatjuk be,
lényeges valtozds a kordbbi rendszerekhez viszonyitva nincs.

PlQ = QIP
PI(QIR) = (PIOQ)IR

PO = P

P = P|'P

v)vy) P = (vy)(vx) P

(vx)P = P, hax¢f(P)
vo)PlQ = (v0)(P|Q), hax ¢ fn(Q)

vx)0 = 0

5.5. tdbldzat. A szerkezeti kongruencia szabdlyai

A miiveleti szemantika bdviilt az If-Then-Else kifejezés szokdsos
mikodésének leirasaval, és a kommunikacio mivelete a késéi szemantika
szerint miikodik. A Linn tipusrendszerben hasznalt szabalyok az 5.6. tdblazat-
ban lathatok.

5.4.2. Tipusszabalyok

Az F,; tipusrendszerben egy adatétviteli csatorna (név) tipusat a csatornan
athalad6 adat hatarozta meg. Ebben a tipusrendszerben tovabb finomitjuk ezt
az elvet, a csatorna két végpontjdhoz rendeliink egy-egy tipust, és a csatorna
tipusat az ezekbdl képzett parral adjuk meg. Ha S a végpontokhoz rendelhetd
tipusok halmaza, akkor egy csatorna tipusdt egy (S , S») parral jeloljiik, ahol
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P’ = P, P i} Q’ Q = Q,
@ [StruCT]
PrP—Q
PSP, bn(@) nfn(Q) = 0
a [PAR]
PlQ—P|Q
P i) P” X ¢ n(a/)
a [RES]
(vx)P — (vx)P’
PSP
————  [Rep]
IP— P'| P
P 1) P/, Q & Q/
T [Com]
PIQ— P |Qlz:=)]
If True Then PElse Q — P [L-Ir-TRUE]
If False Then PElse Q — Q [L-Ir-FaLsE]

5.6. tdbldzat. A miiveleti szemantika szabdlyai

S az egyik, S, a masik végpont tipusa. Az angol szakirodalomban ez a ses-

sion typing, amit talan, utalva a csatorndkon torténd informacié-tovabbitasra,
magyarul ,, munkamenet” tipusozasnak lehet nevezni.

s

A végpontok tipusai mindsitett tipusok, két komponensbdl allnak, az elsé
tag egy lin vagy unlin mindsitd, és a masodik tagban kell megadni, hogy az
adott végponton input vagy output torténik, milyen az input vagy output adat

tipusa, és ha az 4tvitel lezajlott, milyen tipussal torténik a folytatds.

)

A csatornavégpont tipusdnak mindsitése hatdrozza meg, hogy ezt a pontot
hanyszor lehet haszndlni. A lin mindsités azt jelenti, hogy pontosan egyszer,
az unlin pedig azt, hogy akdrhanyszor, és ebbe a nulla, azaz az egyszer sem is
beleértendd.

Ebben a szakaszban az output tipus jele a ,,!”, az input tipus jele a ,,?”,
ezek a jelek a tipus el6tt dllnak, igy a ,,!” nem téveszthetS Ossze a folyama-

tokra vonatkozé replikacié jelével.



5.4. A linedris tipusrendszer 161

Ha a csatorna végpontjanak tipusa end, akkor ez azt jelenti, hogy ezutan
a csatornavégponton mar semmilyen adatforgalom nem lehet.

A tipus lehet alaptipus is, ebben a szakaszban alaptipusnak az egyszerii-
ség kedvéért, és mivel mar bevezettiik a True és False értékeket, a Bool tipust
vélasztjuk.

A tipus pontos leirdsat a kovetkezé definiciéban adjuk meg.

5.4.2. Definicio. A Linr tipusrendszer tipusai:

(tipus) = (csatornatipus)
| Bool
(csatornatipus)y == ( (végponttipus), (végponttipus) )
(végponttipus) = (mindsité) {el6-uto-tipus)
| end
{mindsitd) = lin
| unlin
(eld-uto-tipus) = 72 (tipus) . (végponttipus)
| ! <tipus) . (végponttipus)

A rovid leirds érdekében a tovabbiakban a tipust T-vel, a végpont tipusat
S-sel, a mindsitét g-val és az el6-uté-tipust p-vel fogjuk jelolni. Tehat egy
csatorna tipusa példaul

(@T.S, q'T.S)

alakban frhat6 fel. Ezekkel a jelolésekkel a fenti definiciéban hasznélt fogal-
mak roviden igy frhatdk le:

T == (S,8) | Bool,
S == gqplend,
q = lin | unlin,
p u= .S |!T.S

5.4.3. Példa. (Tipusok)
Csatorna végpontok tipusai €s egy csatornatipus:

lin ? Bool . lin? Bool .end ,
T; = unlin?Bool . T; ,
T, = unlin!Bool . T, , (unlin? Bool . Ty , unlin! Bool . T5) . |
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Egy csatorna két végpontja kozotti megfeleltetést a dualitds fogalom
bevezetésével tudjuk leirni.

A definicié nagyon egyszer(, az input duélisa az output, és forditva, az
output dudlisa az input, az end dudlisa 6nmaga.

A dudlist , felillvonds”-sal jeloljikk, ez nem téveszthetd Ossze az el6z6
szakaszokban haszndlt output jelzéssel, mivel linedris tipusrendszerek
leirdsdban, azaz ebben a szakaszban az output jelzésére a ,,!” jelet haszndl-

juk.
5.4.4. Definicio. A dudlis:
A Linn tipusrendszerben a dudlist a kovetkezdképpen képezziik:

qT.S = q'T.S,
q'T.S = qT.S,
end = end.

A tipuskornyezetet a szokdsos médon definidljuk:

5.4.5. Definicio. A tipuskornyezet szintaktikdja:
(tipuskornyezet)y = 0
| (tipuskornyezet) , (név):{tipus)

Természetesen most is megkoveteljiik azt, hogy ha x; egy 7; tipust név
(1 £i < n)és atipuskornyezet az x; : T; parokbdl all, akkor x; # x; (i # j) .

Bevezetiink egy 1j predikdtumot, amit un-nel jeloliink, és el6szor a tipu-
sokra és a végponttipusokra értelmeziink.

Az un predikatum majd arra szolgdl, hogy a nemlinedris egységeket kony-
nyen megkiilonboztethessiik a linedrisaktol.

5.4.6. Definicio. Az un predikdtum:

Az un predikdtum True értéket ad a kovetkezd tipusokra és csatornatipu-
sokra:

e un(Bool),

o un((S1,S2)), haun(S) ésun(S,),
e un(end),

o un(unlin p) .
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5.4.7. Definicio. A linedris tipus és végponttipus:
o Azt mondjuk, hogy a T tipus nem korldtozott, ha un(T) = True,
e az S végponttipus nem korldtozott, ha un(S) = True.

A korldtozott tipusokat linedris tipusoknak nevezziik.

Az S végponttipus tehat linedris, ha lin p alakd.

A linedris tipusu adatokat pontosan egyszer lehet és kell hasznalni, ezért
a felhaszndlas helyessége érdekében célszer(i az adatokat két részre bontani,
ugy, hogy az egyik részbe csak a linedris adatok keriiljenek. Ezt a miveletet
hasitdsnak nevezziik, és a o jellel jeloljik.
5.4.8. Definicio. Tipus és végponttipus hasitdsa:
Tipusra a hasitds miivelete a kovetkezoképpen adhato meg:

e Bool = Bool o Bool ,
e haR=RioRy és S =5108,, akkor(R,S)=(Ry, S1)o(Ry, S»),
ahol R\, R, S 1, S, végponttipusok,

és ha S végponttipus:
e S=Soend,
e S=endoS,
e unlinp =unlinpounlinp .

A Bool tipus tehat a hasitds mindkét tagjaba belekeriil, a csatornatipu-
sok a csatorna két végpontja szerint hasithatdak, és a hasitassal a nemlinearis
végponttipusok is duplikdlédnak. Lathatd, hogy a linedris tipusok nem dup-
likdlédnak és nem is torl6dnek.

5.4.9. Példa. (Tipusok hasitdsa)

Legyen egy csatornatipus (U;, U,), ahol mindkét végtipus nem korlatozott,
azaz nemlinedris tipus. Ekkor

U =UjoU;ésU,=UyoU,,
igy

Uy, Up) =(Uy, Uz) o (Uyr, Uy).
Mivel Uy = U; o end,

U, Uy) = Uy, Uy)o(Uy, end),
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s6t mivel Uy = endo U, ,

(Ui, Uy) = (end, Uy) o (Uy, U>)

is fenndll. Ha L; és L, linedris végtipusok, akkor

(L1, Lp) = (end, end) o (L1, Lo),

(Ly, Ly) = (L1, end) o (end, L),

de példaul

(L1, Lp) # (L, end) o (end, end) ,

éshaT # (end, end), akkor T # (end, end) o (end, end) .

Az (end, end) csatornatipus egyébként a tipus teljes megsziinését jelenti. O
Az, hogy egy tipuskornyezetben levd név, azaz csatorna tipusa milyen

mindsitést, a tipuskdrnyezetben is jelolve van. Ezért a tipuskornyezetre is

definidljuk a hasitds miiveletét.

Ha a I tipuskornyezet hasitdsdval a I'; és I'; tipuskornyezetek keletkez-
nek, akkor ezt a

I'= Fl (] rz
egyenlettel irjuk le.

5.4.10. Definicio. A tipuskornyezet hasitdsa:
A hasitds szabdlyai a kdvetkezok:

D=0o0
I'=T;01% T=T,0T,
Lx:T=T1,x:Ty)o(n,x:T,)
I'=T0I, T=T,oT,
Lx:T=T1,x:T))oIn,x:T,)

Sziikség lesz arra is, hogy a tipuskdrnyezetben levd tipusinforméciét
megvdltoztassuk, a tipust egy Uj informaciéval bdvitsiik.

s

A bovitést a + jellel jeloljiik, és erre a miiveletre a kovetkezd szabélyt
adhatjuk meg:

Cox:TH)+(x:T)=0,x:T10T»).
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5.4.11. Példa. (A vdltozo tipusdnak bévitése a tipuskornyezetben)

Jeloljon most is L egy linedris, és U egy nemlinedris tipust. A tipuskor-
nyezetben levd x valtozo tipusat a bdvités utdn a végponttipusok hasitasara
vonatkoz6 szabdlyok hatdrozzdk meg. Példaul:

T,x:(end, U) +x:(L,U)=(T,x:(L, U)),

Tx:(Ly,end)) +x:(end, L) = T, x: (L1, L)),

(T,x:(end, end)) + x:(end, end) = (I', x: (end, end)) . |

Ezek utdn mar megadhatjuk a Linn-tipusrendszer konstansaira és folya-
mataira vonatkozé tipusszabdlyokat.

5.4.12. Definicio. A Linn tipusrendszer tipusszabdlyai:

un(l') LT 0
Tr 0wy L0l
un(I') LTyre.V,
Lx:Trx:T [LTvPE-VAR]
un(l’)
—————  [LTypre-TRUE]
I' + true: Bool
un(')

————— [LTyee-F
I' + false: Bool [LTvpe-Fatse]

r]I-VZBOOI IbePy Ik Py
I'y oI, + if v then Py else P,

Iirx:(q@'T.S,S") Iorv:T T3+x:(S,8)rP
ha g = unlin, akkor q'T .S =S
IMolpol3Fxv.P:iwf
Iikx:(8",q'T.S) Torv:T T3+4+x:(8",8)rP
ha q = unlin, akkor q'T .S =S
IMolyols3kXv.P:iwf
Ii-x:(@T.S,S) Th+x:(5,8),y:T+P
ha q = unlin, akkor g?T .S = S
ol Fx(y).P:wf

[LType-IF]

[LType-OuTt-L]

[LType-OuT-R]

[LType-IN-L]
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FyFx:(S,q?T.S) Tr+x:(8",8),y:T+P
ha g = unlin, akkor g?T .S = S

Florgl—x(y).P:wf
Fll-Pl le—Pz
Flol“szlle:wf

[LTyre-IN-R]

[LTYPE-PAR]

Lx:(S,S)+P
———  [LType-REs]
I'r (vx) P:wf
r-pP un(l')
———  [LType-REpP]
el Piwf

Az els6 négy szabalyhoz nem kell sok magyarazatot flizni, csupan any-
nyit, hogy a szabdlyokban az az informacié is benne van, hogy a 0, azaz
a befejezett, all6 folyamat, a logikai konstansok €s az x név a nemlinedris
tipuskornyezetbdl tipusozhatd, a linedris csatorndk ezek tipusira nincsenek
hatdssal.

Az LTyre-IF szabaly szerint az If-Then-Else kifejezés feltételének tipu-
sozdsa a I';-bdl, a két 4g kifejezésének tipusozdsa a I',-bdl torténik. Igy az
Ir tipusozdsdhoz a I'j o I'; tipuskornyezetet kell haszndlni, és ellentétben
példaul a tipusos lambda-kalkulussal [9], nem kell a két g tipusanak azonos-
nak lennie.

Az input prefixre is kettd szabdly van, a szabdlyok abban kiilonb6znek,
hogy az input miivelet x alanya a csatorna melyik végpontjan van. Az input
tipuskornyezete két részbdl 4ll, az els6bdl az x tipusa, a masodikbdl az in-
putot kdvetd P folyamat tipusa vezethet6 le. Az x tipusa (¢?7 .S , S”’) alaku,
amibdl azt tudjuk, hogy az y tipusa T, és ezt az informéciét felhaszndljuk a
P tipusanak meghatdrozasakor. A (¢?7T .S , S’) tipusbdl azt is latjuk, hogy az
input végrehajtdsa utn az x tipusa (S , S’) lesz, azaz az x(y) . P folyamatban
az x tipusa ¢?7T . S, de a P-ben az x tipusa megvaltozik, S lesz. A szabalybdl
azt is latjuk, hogy nemlinedris tipusra az x tipusa egyszerdien (S , ).

Az output prefixekre vonatkozé szabdlyokndl a tipuskdrnyezetet harom
részre osztottuk, az els6bdl az output alanya, a masodikbdl az output targya,
a harmadikbél az outputot kdvetd folyamat tipusa vezethetd le. Hasonléan
az inputhoz, az xv. P alatt az x tipusa (¢!T .S, S’), de az output elvégzése
utan a tipusa (S, S”)-re véltozik. Itt is elmondhatjuk azt, hogy ha az x tipusa
nemlinedris, akkor mar az output végrehajtasa alatt is (S , S”) a tipusa.

Az LType-Par szerint ha a parhuzamos végrehajtas egyik tagja a I';-bél,
a masik tagja I',-b6l tipusozhatd, akkor a P, | P, folyamat tipusozdsidhoz egy
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olyan I' kell, amelybdl hasitassal a I'; és I, allithat eld.

A korlatozdsra azt a megkotést kapjuk, hogy a korlatozott x név csator-
natipusu, és olyan, hogy a csatorna végponttipusai egymads dudlisai. A szabdly
szerint tehat a korldtozott csatornan az informacié ataramolhat.

5.4.3. A Linr tipusrendszer tulajdonsagai

Ebben a szakaszban azt vizsgdljuk, hogy a Linm tipusrendszerben a reduk-
ci6 vajon tipustarté-e, érvényes-e Milnernek a helyes tiposossdg €s a helyes
miikodés kapcsolatdra tett allitasa (Idsd 5.2.15. tétel el6tti megjegyzés).

5.4.13. Példa. (A redukcio tipustartdsa)
Legyen a vizsgdlandé folyamat

P =x(z).ifzthenOelse 0| (vy)xy.

Azonnal latszik, hogy P tipusozhat6 a

I' = {x:(linl(end, end).end, lin?Bool .. end)
tipuskornyezettel. Azonban

P -5 (vy)if ythen O else 0,

és a redukciéval kapott kifejezés egyaltalan nem tipusozhatd, mivel a korla-
tozds helyes tipusozdsdra az Lrype-Res szabdlyban az van el6irva, hogy y-ra
azy: (S, §) tulajdonsdgnak kell teljesiilnie. O

A példabdl is latszik, hogy a jol tipusozottsig nem elegendd, ezért
bevezetjiik a kiegyensiilyozott tipuskornyezet fogalmat, ami meg fogja oldani
a tipustartds problémajat.

5.4.14. Definicio. Kiegyensiilyozott tipuskornyezet:

AT tipuskornyezetet kiegyensiilyozottnak nevezziik, ha
0,
I, x: Bool ,

r=<{1I,x:(5, end),

I",x:(end, S),
I, x:(S,S),

ahol T egy kiegyensiilyozott kornyezet.
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A kiegyensulyozottsag definiciéjdban azért kellett kiilon felsorolni a Bool
tipust, mert ennek a tipusnak nincs duélisa.
Most felsorolunk néhdny érdekes tételt.

5.4.15. Tétel. (Tipuskornyezet gyengitése)

e Hal rv:T, x #vésT = unlinp vagy T = (unlinpy, unlinp,),
akkor U, x:T' +v:T .

e HaT',v:S v v:S, akkorT,v:(S,unlinp) +v:S .

e HaT' v PésT = unlinp vagy T = (unlinpy , unlinp,),
akkorU,x: T+ P.

e Hal',x:S v P, akkorT',x:(S, unlinp) + P.

5.4.16. Tétel. (Tipuskornyezet sziikitése)

Hal,x:T + P, x ¢ fu(P) és T = unlinp vagy T = (unlinp;, unlinp,),
akkorT' - P.

5.4.17. Tétel. (A helyettesités tétele)
H HaT\,x:TvrPésIr+v:T, akkorT' oI, + P[x :=v].

5.4.18. Tétel. (Tipuskornyezet vdagdsa)

Legyen Ty = (q1!T{.S1, q2?T;.82) . HaI' = (I',x:Ty) o Iy, akkor
x:Ty €T ésx:T, €'y, ahol Ty az alabbi négy tipus egyike:

(end, end),

T\, haq1 = g2 =un,

(q1!T{.S1, end), ha g, = un,

(end, qleé.Sz), ha g, =un.

Egy negativ eredményeket ad6 tétel:

5.4.19. Tétel. (¢ P)
Legyen L egy linedris végponttipus, és legyen R = end vagy R = L. Ekkor
e hal',x:(L,S)+ P, akkorT,x:(end,R) ¥ P ,
e hal,x:(S,L)+ P, akkor T, x:(R,end) ¥ P .

Végiil két tétel, ezek mar csak a kiegyenstilyozott tipuskdrnyezetekre
érvényesek.
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5.4.20. Tétel. (A szerkezeti kongruencia megtartdsa)

Ha a T kiegyensilyozott tipuskornyezetre T + P és P = Q, akkor T + Q is
teljesiil.

5.4.21. Tétel. (Tdrgyredukcio tétele)
Ha a T kiegyensiilyozott tipuskornyezetre I' + P és P — P’, akkor a kovet-
kezd két eset egyike fenndll:
e [+ P,
e van olyan x € dom(l'), melyre ' =T", x:(q?T .S , q'T . S) és
I"'x:(S,S)rP.

A felsorolt tételek bizonyitdsa nagyon nehézkes €s hosszu, az érdekl6d6
olvaso példaul [17, 48]-ben megtalélja a részletes lefrasukat.

Ugyanitt megtaldlhat6 az is, hogy a linedris lambda-kalkulus [9] kifejezé-
sei hogyan alakithatok 4t a linedris pi-kalkulus kifejezéseire. Ebb6l azonnal
kovetkezik, mint ahogyan vérhat6 volt, hogy a linearis lambda-kalkulus a
linedris pi-kalkulus alrendszerének tekinthetd.



6. FEJEZET

A magasabb rendi pi-kalkulus

A pi-kalkulus egyik tovabbfejlesztése a magasabb rendii pi-kalkulus, amely-
nek {6 jellemzdje, hogy a csatornakat reprezentdl6 neveken nem csak adatokat
és neveket, hanem folyamatokat is lehet kiildeni és fogadni.

6.0.22. Példa. (A ,végrehajto” folyamat)

Tegyiik fel, hogy egy folyamat az x néven fogad egy folyamatot, és ezt a
folyamatot azonnal végre is hajtja, ezért nevezhetjiik ezt a folyamatot végre-
hajté folyamatnak. A folyamat egyszertien x(X) . X alakban irhat6 le, ahol X
egy folyamatvéltozé. Ha ezt a folyamatot parhuzamosan futtatjuk az xP.0
folyamattal, akkor megtorténik a kommunikécio:

TP.0| x(X).X — P
azaz a P folyamat végrehajtasa kovetkezik. O

A magasabb rendl pi-kalkulus jele HOn, az elnevezés a higher order
szavak kezd&betiiibdl szarmazik.

El6szor a magasabb rend( pi-kalkulus szintaktikdjat és miiveleti szeman-
tik4jat adjuk meg, majd roviden a biszimuldcidval foglalkozunk, végiil meg-
mutatjuk a pi-kalkulus, a magasabb rend{ pi-kalkulus, és a lambda-kalkulus
kozotti kapcesolatot.

6.1. A HOn-kalkulus szintaxisa és miiveleti sze-
mantikaja

A HOr-kalkulus alapjdnak a 2. fejezetben elemzett pi-kalkulust valasztjuk,
és ezt a rendszert fogjuk béviteni. A kalkulusunk az egyszertiség kedvéért
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monadikus, de nyilvdnval6an nem okozna problémét a poliadikus kalkulusra
val6 attérés (2.5.1. pont). Ebben a fejezetben, szintén az egyszertiség ked-
véért, nem foglalkozunk a ! P replikécié folyamattal sem.

Legyen a folyamatok halmaza P, és bevezetiink egy 4j név-halmazt, a
folyamatvaltozok halmazat, amelyet A-val jeloliink. A folyamatvaltozok hal-
mazdnak elemeit az X, 7Y, ... betiik jelolik, a név-halmaz elemei tovabbra is

X,y,.... Az egyszeri jelolés érdekében legyen
U=AUN,
K=PUN,

tehat U a véltozokat, K a valtozok altal felvehet§ kifejezések halmazat jeloli.
K-t a szakirodalomban néha értékeknek is nevezik. Jeloljik U-val és K-val
ezeknek a halmazoknak az elemeit, azaz legyen U € U, K € K.

6.1.1. Példa. (Az U és K jelolés)

A tovéabbiakban, mint majd a definiciékbdl latni fogjuk, U egy x, y nevet vagy
egy X, Y folyamatvaltozét jelol, mig K egy x,y nevet vagy példaul az Xy . P,
x(U) . Q kifejezést, vagy akar a 0 kifejezést jeloli. O

6.1.2. Definicio. A HOn-kalkulus prefixei:
A HOn-kalkulusban a kovekezd prefixeket haszndljuk:
nu=xK | x(U) | 7| [x=ylr

Az els6 két prefix kiilonbozik a pi-kalkulus prefixeit6l, de csak annyi-
ban, hogy itt az output €s az input nem csak nevekre, hanem folyamatokra is
vonatkozhat, azaz a mfiveletek targyai folyamatok is lehetnek.

6.1.3. Definicio. A HOn-kalkulus folyamatai:
A HOn-kalkulusban a folyamatokat a kovetkezd kifejezésekkel adjuk meg:

P:u=%gm.Pi | PIP| WU)P | DK | XK

A Y 7 . P; kifejezésben az I halmazrdl feltessziik, hogy véges. Ha I =
0, akkor ezt a kifejezést 0-val jeloljik.

Lathat6, hogy ebben a rendszerben is vannak prefixes folyamatok,
Osszegkifejezés, kompozicié és korlatozds. Az input prefix és a korlatozas
itt is kotést jelent, az x(U) . P és a (vU) P kifejezésben az U kotott a P folya-
matban, azaz az U hatdskore a P folyamat.

A definiciéban a D K és az X K kifejezésekben a K , iires” is lehet, ekkor a
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D név egy folyamatabsztrakci6 neve, X pedig egy folyamatvaltozd, midkettd
egy folyamatot reprezental.

A folyamatabsztrakcié pi-kalkulusbeli jelentésérdl a 2.5.2. pontban mar
volt sz6, de most részletesen kifejtjiikk, hogy ez mit is jelent a HOmn-
kalkulusban.

Az (U). P kifejezéssel a folyamatabsztrakciot jeloljik, ahol U az absz-
trakci6 véltozdja, azaz formdlis paramétere. A definidl6é egyenlGség

def

D (U).P

alakd, ahol a folyamatabsztrakciénak a D nevet adjuk. Ekkor az absztrakcié
példdnyositdsa
DK=(U).P)K.

Az absztrakcid tetsz6legesen magasszinti lehet, tehat megengedett példaul a
/ def ’ —_ 4

D == (U').D=(U").((U).P)

kifejezés is. Ennek példanyositdsa ((U’) . D)K .

6.1.4. Példa. (A folyamatvdltozo)

Az X egy folyamatvaltozd, és legyen példaul X = (U). P, azaz X egy (U). P
folyamatabsztrakcidt reprezentdl. Ha erre az absztrakciora egy K folyamatot
applikdlunk, akkor

XK = ((U).P)K,

azaz a 6.1.3. definiciéban szereplé X K valéban egy folyamat kifejezése.

Még jobban latszik a folyamatvaltoz6 szerepe a kovetkezd levezetésben.
A kezdo kifejezés egy kompozicid, ahol a masodik tag torzse egy X K tipusu
folyamatkifejezés.

(Y).P).Q | xX).XQ" -5

o'1((Y).pQ” o
A szabad és kotott nevekkel, folyamatvéltozokkal, az a-konverziéval nem

foglalkozunk, a mar ismert definicidk, atalakitdsok konnyen értelmezhet6k

a HOn-kalkulusra. Megadjuk viszont a helyettesitést a prefixekre és a kife-
jezésekre, mert a miiveletek egy része nem trividlis:



6.2. A HOnr-kalkulus és a pi-kalkulus kapcsolata 173

6.1.5. Definicio. Helyettesités:

Legyen o = [X := Y], ekkor
00 = 0
ha X =(U).P, akkor P[U = (Ko)],
X K)o = { Y(Ko), ( e;yébként, [ o
(DK)o = D(Ko)
).P)yr = (U).(Po)
(XK . P)o = x(Ko).Po
x(U).P)oc = x(U).Po
(P1+Py)c = Pio+ Py
(P | Py)o = Pio| Pyo
((vx) P)o = (vx)Po
([x=ylP)o = [x=yl(Po)

A pi-kalkulus szerkezeti kongruencidjdnak szabdalyai a 2.2. tdblazatban
szerepeltek. Ezek érvényesek a HOn-kalkulusra is, csak egy Uj szabdllyal kell
bdviteni ezt a tablazatot:

HaD =L (U).P, akkor DK = P[U := K].

Ez a szabdly megadja azt, hogy egy folyamatabsztrakcidra applikdlva egy K
folyamatot vagy nevet, milyen miivelet hajtodik végre.

A miiveleti szemantika szabalyai a 6.2. tdblazatban lathaték. A kordbbi
kotott outputhoz hasonléan, a folyamatvaltozéra vonatkozé (vU)xU kotott
output prefixet az x(U) kifejezéssel roviditjiik.

6.2. A HOn-kalkulus és a pi-kalkulus kapcsolata

A magasabb rendl pi-kalkulus nem nevezhetd egy egyszer(i rendszernek,
haszndlata bonyolult. Tegyiik fel, hogy egy fizikai folyamatot a HOn-
kalkulus kifejezéseivel tudtunk leirni. Nyilvan kellemesebb lenne, ha ezt a
pi-kalkulus kifejezéseivel is meg tudnank tenni, vagy legaldbb 4t tudnank
alakitani a HOmn-kalkulus kifejezését a pi-kalkulus kifejezésére. Ezzel a té-
makorrel foglalkozunk ebben a szakaszban [41, 42].
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P=P P50 0=0

- [StruCT]
P — Q
xK . P &, P x#y
— [OutpuT] TS [OpeN]
K. P> P ONIK.P 25 P
— [InPuT] —_— [Tau]
x(U).P — PIU :=K] T.P— P
a.P-5P
- [MATCH]
[x=x]a.P — P
PSP
———— [SuMm]
P+Q— P
P-5 P, bn(a)nfn(Q) =0
~ [PAR]
PIO—P|Q
K *(U)
P— P, —
- Q Q [Com]
Pl|Q— P | QU :=K]
P P, x¢n(a)
" [REs]
(vx)P — (vx)P’
P b 0K o
- P,
[CrosE]

PlO -5 (m)(P'| Q)

6.2. tdbldzat. A miiveleti szemantika szabalyai

El6szor bevezetiink egy jelolést:
Ha a kornyezett6l fiiggben U egy név vagy folyamatvéltozo, akkor legyen
P{m:=F}=(m)(P|'mU).FU).

Ennek a felhasznaldsaval fogjuk majd megadni az 4talakitds szabdlyait, az
atalakitast most is a [ ]| zaré6jelekkel jeloljiik.
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6.2.1. Definicio. A HOn-kalkulus kifejezései a pi-kalkulusban:

[o1 < o,
Gm . [PD{m :=[F1}, haa=XxF,
la.P] <L Ix(y).[P], ha o = x(Y)
a.[P] egyébként,
[lx=y.P1 == [x=).[P].
def [(Y).X(Y)], haX folyamatabsztrakcio,
X1 {[[(y) Xy, egyébként ,
[P+Q1 == [P]+[Q].
Xyl = 3.0,
[XP] 2L @m.0){m = [P]},
[0.P1 == .[P],
[0.P1 == .[P].
P10l =L [PIIIQl,
[onPl == ([P].

6.2.2. Példa. (Az{m := F} jelentése)
A HOm-kalkulusban az
XF.0|x(Y).Yz — Q| Fz

atmenet nyilvdnvald, az F-et azonnal tudjuk haszndlni a z-vel val6 applika-
ciéban. Ha atalakitjuk a két parhuzamosan futé kifejezést a pi-kalkulus kife-
jezéseire, akkor elhagyva a replikaciét a kovetkezdket kapjuk:

[xF.Q] =
(vm) (Gm . [Q]D) {m := [F]}) =
(vm) Gm . [Q] | m@w) . [F]u) ,

2

€S

[x(Y).Yz] =
x(y).[Yz] =
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x(y).yz.

Tgy

(vm) @m . [Q1 | m(u). [Flw) | x(y).yz =
(vm) Gm . [Q1 | m@u).[Flu | x(y).yz) —>
vm) ([N | m(u). [Flu | iz) —>

(vm) (TQT | [FT2) =

(o Flz.
Lathat6. hogy az {m := F} kifejezésnek az a szerepe, hogy ,.elinditsa” a z-t az
F-hez, ezért ezt a kifejezést inditonak is szokas nevezni. O

Végiil megmutatjuk, hogy a lambda-kalkulus is a HOnr-kalkulus alrend-
szerének tekinthet6, a lambda-kalkulus kifejezései atalakithatok a HOm-
kalkulus kifejezéseivé. A definiciéban és az utdna kovetkezd példdban az
input és output mtiveletre poliadikus kifejezéseket haszndlunk, a miveletek
értelmezésével a 2.5.1.pontban foglalkoztunk.

6.2.3. Definicié. A név szerinti lambda-kalkulus kifejezései a HOn-kalku-

lusban:
def

[x] X
[x.El =L (p).p(X.q).[E](q)
EFT =L (p).(vg)(IE1(q) | G{FIp)).

6.2.4. Példa. (A (x.E)F kifejezés)

[(Ax. EYF]{p) =

(vg) ([Ax. EN{q) | g {[F1. p)) =

vg) (gX.v) - [ET () | G{[F1. p)) —

(vg) CETNp) [X = [F1]) =

[ETp) [X := [FII

[ENIX := [FIICp [X = [FID) =

[E[x := F1I<{p) - O
A kovetkez6 6.1. dbrdn a kiilonb6z6 kalkulusok kapcsolatai és a kozottiik

végezhetd konverzidk lathatok, azok, amelyekkel a konyvben foglalkoztunk.
A nyilakon lev szamok oldalszamot jelentenek.
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6.1. dbra. Kalkulusok és konverziok

A HOnr-kalkulusban is lehet definidlni konstansokat, itt is megadhatunk
kiillonb6z6 biszimuldcidkat, kongruencidkat, és vizsgdlhatjuk ezek kapc-
solatait. A tipusos kalkulusokban l4ttuk, hogy a tipusrendszer haszndlata
megvédi a felhaszndl6t a folyamatkifejezések feldolgozasakor jelentkezd
kellemetlen hibajelenségektdl, mert a hibdk sokkal hamarabb kideriilnek. Ha
atalakitjuk a HOn-kalkulust tipusos kalkulusra, akkor erre a rendszerre is be-
bizonyithatjuk a targyredukci6 €s a tipushelyesség tételét.

Ezek a témakorok nagyon érdekesek, de a jelenlegi eredmények, szak-
irodalmi adatok alapjdn dgy tlinik, hogy ezen teriiletek vizsgalata mar uj
elveket, 1j médszereket nem ad, lényegében a kordbban ismertetett kalku-
lusokban alkalmazott eljarasok kisebb-nagyobb mdédositdsokkal atvihetSk és
alkalmazhaték a HOr-kalkulusra is.

* k%

A pi-kalkulus elmélete természetesen folyamatosan fejlédik, az uj
irdnyzatok nem a magasabb absztrakcids szintekre, hanem egy-egy specidlis
témateriilet felé haladnak, ilyen példdul a molekuldris biolégia, a kriptogrd-
fia, vagy az iizleti folyamatok vizsgalata, de ezekkel a témakorokkel most itt
nem foglalkozunk.
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biszimuldacio, 57 E,E
aszinkron egyenlGség, 92
nyilazott, 106 egyenlGségi érvelés = equational
erds reasoning, 92
késéi, 58 ekvivalencia
korai, 67 befejezett nyomkovetés, 56
fizié, 129 gyenge nyomkovetés, 57
gyenge, 83, 137 nyomkovetés, 54
korai, 89 relaciod, 59, 124
nyilazott, 110 elmélet
késoi, 83 algebrai, 20
lusta, 58 elmild = ephemeral, 39
mohd, 67 folyamat, 39
nyilazott, 71, 105 elosztott
gyenge, 110 implementacio, 109, 118
nyitott, 76 el6-ut6-tipus, 161
erds = strong, 58, 67
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biszimuldcid, 58
kongruencia, 61
korai
biszimulacid, 67
érték, 142, 144, 171
szerinti lambda-kalkulus, 53
értéktipus, 142

cimkézett atmeneti rendszer, 5, 20
determinisztikus, 6
nemdeterminisztikus, 6

CCS = Calculus of Communicating

Systems, 1

CCS-VP = CCS with Value-Passing, 142

érvényes
CS allitas, 20
csatornatipus, 159 kovetkeztetés, 141, 142
CSP = Communicating Sequential
Processes, 1
F
Fro tipusrendszer , 142
D F; tipusrendszer , 152
D-biszimulaci6 fej-normdlforma, 94, 98
gyenge feltétel, 20, 141
nyitott, 90 folyamat, 7, 8, 126, 133, 171
nyitott, 80 absztrakcio, 32, 172
degenerdlt aritds, 32
0,15 elmulo, 39
vastag nulla, 15 ismétlés, 9
denotécios ismétléda, 39
szemantika, 5 korlatozas, 9, 171
determinisztikus Osszeg, 8, 171
cimkézett dtmeneti rendszer, 6 parhuzamos végrehajtas, 9, 171
D-kongruencia prefixes, 8, 171
nyitott, 81 tovabbitd, 111
DLr-kalkulus, 113 vastag nulla, 8, 171

dudlis, 133, 162 zart, 143
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kalkulus, 124
kongruencia, 130
kolesonos
hasonlésag, 130
kolesonosen
hasonlé, 130

fazidakcid, 125

G

grammatika

GY

kornyezetfiiggetlen, 139

gyenge = weak, 82

H

biszimulacio, 83, 137
nyilazott, 110
korai
biszimulacio, 89
nyilazott
biszimulacié, 110
kongruencia, 111
nyitott
D-biszimulaci6, 90
nyomkovetés, 57
ekvivalencia, 57

hasitds = splitting, 163
hasonlé = similar, 57

aszinkron kolcsondsen, 108
fuzi6 kolesondsen, 130
késdi kolesondsen, 68
korai kolcsonosen, 68
kolesonosen, 59, 136
gyenge, 85, 138
nyilazott kolesonosen, 71, 106, 111

nyitott D-kolcsonosen, 81
nyitott kélcsonosen, 78
hasonlésdg = similarity, 59
aszinkron kolcsonds, 108
fuizié kolesonos, 130
késdi kolesonds, 68
korai kolcsonos, 68
kolesonds, 59, 136
gyenge, 85, 138

nyilazott kolesonos, 71, 106, 111

D-kolesonos, 81
nyitott kélesonos, 78
hatéskor, 154, 155, 157, 171
kiterjesztés, 17
kotés, 11
sziikités, 17
hely = location, 109, 118
helyesség = soundness, 95
tétele, 95, 98
helyettesités, 12, 13, 172
injektiv, 60
hiperbiszimulacid, 130
HOmr -kalkulus, 170

LI
identitds relacio, 125
implementacio
elosztott, 109, 118
indit6 = trigger, 176
injektiv helyettesités, 60
input
prefix, 7, 110, 125, 133, 171
alanya, 7, 125, 171
kotott, 64
szabad, 64
targya, 7, 125, 171
interakcio, 1
ismétlés, 9
ismétl6d6 = persistent, 39
folyamat, 39

J

j6l formalt
folyamatkifejezés, 139
Lfn-gép, 122
tipus, 139
tipuskornyezet, 140
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jol tipusozott
kifejezés, 142

K
kalkulus
Xx- 125
HOr , 170
aszinkron, 101
DLr, 113
Jfr, 125
fazio, 124
lambda, 51, 116, 130
privat, 132
késéi = late, 58, 63
biszimulacio, 83
erds
biszimulacid, 58
kongruencia, 61, 136
kongruencia, 69
kolcsonos
hasonlésdg, 68
kolcsondsen
hasonld, 68
miveleti szemantika, 63
szemantika, 8
kezel$ = server, 122
kifejezés
jol tipusozott, 142
kiterjesztés
hataskor, 17
kommunikacio, 21
komplemens, 133
kompozicié, 9, 171
kongruencia, 15, 16, 54, 61, 85, 138
aszinkron
nyilazott, 106
erds
késdi, 61
fizio, 130
gyenge
nyilazott, 111
késéi, 69
korai, 69
nyilazott, 72
nyitott, 78
privat, 136
szerkezeti, 16, 33, 123, 126, 173

konjunkcid, 96
teljes, 96
kontextus, 15
konverzié
a, 14,133
korai = early, 63, 67
erds
biszimuldacio, 67
gyenge
biszimulécid, 89
D-biszimulacio, 90
kongruencia, 69
kolcsonos
hasonlésdg, 68
kolcsondsen
hasonlé, 68
miveleti szemantika, 63
szemantika, 8, 147
korlatozas, 9, 171
korlatozott tipus, 163
kolcsonos
hasonlésag = bisimilarity, 59, 68,
136
gyenge, 85, 138
kolcsondsen
hasonl6 = bisimilar, 59, 68, 136
gyenge, 85, 138
kornyezetfiiggetlen grammatika, 139
kotés, 10
hataskore, 11
neve, 11
torzse, 11
kotott
input prefix, 64
név, 11, 154, 157
output prefix, 25, 133
kovetkezmény, 20, 141
kovetkeztetés, 140
érvényes, 141, 142
szabaly, 141
kovetkeztetési fa, ldsd levezetési fa
kiilsé mobilitas, 132

L

lambda-kalkulus, 51, 116, 130
érték szerinti, 53
név szerinti, 51
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levezetés, 20
tipus, 141
levezetési fa, 20, 141
linedris
tipus, 163
tipusrendszer, 157, 158
linedris tovabbitd, 117
link
statikus, 112
Linm tipusrendszer , 158
lista, 48
Lfn-gép, 118
jol formalt, 122
LTS = Labelled Transition System, 5
lusta, 8, 63
biszimuldacio, 58

M
megfigyelhetd
név, 71, 110
megkiilonboztetés = distinction, 80
mindsitett tipus, 160
mobilitas
belss, 132
kiilso, 132
moho, 8, 63
biszimulacio, 67
monoid, 17
munkamenet = session, 160
miikodési ekvivalencia, 1
miveleti = operational, 4
szemantika, 4, 19, 110, 173

késéi, 63
korai, 63
N
nemdeterminisztikus

cimkézett dtmeneti rendszer, 6
nemfeliigyelt = unguarded, 101
output, 101
nem korlatozott tipus, 163
nemlinearis
tipus, 163
nem megfigyelhetd
mivelet, 8, 171
prefix, 8, 171
név, 7, 142

kotés, 11

kotott, 11, 154, 157
megfigyelhetd, 71, 110
szabad, 11

szerinti lambda-kalkulus, 51

NY
nyilazott = barbed, 71
aszinkron
biszimulécio, 106
biszimulécio, 71, 105
gyenge, 110
gyenge
biszimulécio, 110
kongruencia, 72
aszinkron, 106
gyenge, 111
kolcsonos
hasonlésag, 71, 106, 111
kolcsondsen
hasonlo, 71, 106, 111
nyitott = open, 76, 80
biszimulacio, 76
D-biszimulacio, 80
D-kongruencia, 81
D-kolcsonos
hasonlésag, 81
D-kolcsonosen
hasonlg, 81
kongruencia, 78
kolesonos
hasonlésag, 78
kolesondsen
hasonlé, 78
nyomkovetés, 54
befejezett, 56
ekvivalencia, 54
gyenge, 57

0,0
operitor, 9, 60, 94, 96
optimalizalt kiértékelés, 36
output
nemfeliigyelt, 101
prefix, 7, 110, 125, 133, 171
alanya, 7, 25, 125, 171
kotott, 25, 133
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targya, 7, 25, 125, 171 par, 154
rendszer
v cimkézett atmeneti, 5
0,0

osszegkifejezés, 8, 171
Osszeg tipus, 155
Osszekotd = link, 142, 152
OsszekotStipus, 142, 152

P
par
rendezett, 154
paraméter, 32
aktualis, 33, 172
formalis, 32, 172
parhuzamos végrehajtds, 9, 171
példanyositas, 33, 172
pi-kalkulus
aszinkron, 101
DLn, 113
poliadikus, 29
pi-kalkulus = Calculus of Mobile
Processes, 1
poliadikus
pi-kalkulus, 29
prefix, 7
azonossag, 8, 171
input, 7, 110, 125, 133, 171
kotott input, 64
kotott output, 25, 133
nem megfigyelhetd, 8, 171
output, 7, 110, 125, 133, 171
szabad input, 64
szabad output, 25
prefixes folyamat, 8, 171
privat
kongruencia, 136
privat kalkulus, 132
pszeudo-applikécid, 33

R
rekord, 156
rekurzio, 46
relacié
ekvivalencia, 59, 124
identitds, 125
rendezett

replikdcio, 9, 46

S

SGE = Strong Ground Equivalence, 93
standard forma

folyamatkifejezés, 19

statikus

SZ

link, 112

szabad

input prefix, 64
név, 11
output prefix, 25

szabdly, 20, 141

atmeneti, 145
tipus, 145

szamjegyrendszer, 40
szamrendszer, 40
szemantika, 4

algebrai, 5

denotdcios, 5

késéi, 8

korai, 8, 147

miveleti, 4, 19, 110, 173
késéi, 63
korai, 63

szerkezeti

kongruencia, 16, 33, 123, 126, 173

szimulacio, 57
szintaxis, 4, 139
szorzat tipus, 154
szlikités

T

hataskor, 17

targy = object, 7

input prefix, 7, 125, 171
output prefix, 7, 25, 125, 171

targyredukcio, 150, 153
tarsitas, 125

teljes konjukcid, 96
teljesség = completeness, 95
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tétele, 95, 99 Linm , 158

tipus, 143, 152 tipusszabaly, 145
csatorna, 159 tovabbité = forwarder, 111, 117
el6-utd, 161 linedris, 117
jol formalt, 139 tobbszoros azonossdg, 96
korlétozott, 163 torzs
linearis, 163 kotés, 11

mindsitett, 160
nem korlatozott, 163

nemlinedris, 163 \
Osszeg, 155 valtozo, 32, 172
szorzat, 154 folyamat, 171
végpont, 159 vastag nulla, 8, 171
tipusbiztonsdg, 151, 153 degenerdlt, 15
tipushelyesség = soundness, 151, 153 végillapot, 6
tipuskifejezés, 143, 152 véges automata, 6
tipuskornyezet, 140, 162 végpont, 159
jol formalt, 140 tipus, 159
zért, 143
tipuslevezetés, 141
tipusrendszer, 139 V/
Fr, 152 zért
Fro, 142 folyamat, 143

linedris, 157, 158 tipuskornyezet, 143
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